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ანოტაცია 

ნაშრომში განხილულია რ. ტაბერსკის [1, 2] მიერ შემოღებული დირიხლეს 

განზოგადოებული ინტეგრალების კრებადობის საკითხი 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏) სივრცეში, ფუნქციათა 

გარკვეული 𝐸 კლასისათვის. დირიხლეს განზოგადოებული ინტეგრალებისთვის 

დამტკიცებულია ა. ზახაროვის [3] თეორემის ანალოგი 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏), 𝑝 ≥ 1, სივრცეში. 

 

Abstract 

This study examines the convergence of Dirichlet’s generalized integrals, first introduced by R. 

Taberski [1, 2], in the space 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏), 𝑝 ≥ 1, for functions belonging to certain class 𝐸. For Dirichlet’s 

generalized integrals, an analogue of A. Zakharov’s [3] theorem is proved for 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏), 𝑝 ≥ 1, space. 

 

 

 

 

 

 

  



3 
 

შესავალი 

ტრიგონომეტრიულ მწკრივთა თეორიას ფართო გამოყენება აქვს როგორც მათემატიკის 

სხვადასხვა დარგში, ასევე სხვა მეცნიერებებში, მაგალითად ფიზიკაში, ინჟინერიაში და ა. შ. 

ფუნქციონალური ანალიზის მრავალი საბაზისო ცნება და ფუნქციათა თეორიაში მიღებული 

მთელი რიგი შედეგებისა ტრიგონომეტრიულ მწკრივთა თეორიიდან იღებს სათავეს.  

ტრიგონომეტრიული მწკრივების შეჯამებადობის და წერტილოვნად კრებადობის 

საკითხებზე დღემდე მრავალი სტატია ქვეყნდება. შეიძლება ითქვას, რომ ეს საკითხები ღრმად 

შესწავლილი და გამოკვლეულია ფურიეს მწკრივებისათვის. შედარებით ბევრია საკვლევი 

დირიხლეს განზოგადებული ინტეგრალებისათვის. 

რ. ტაბერსკიმ [2, 1] განიხილა ნამდვილი ცვლადის ლოკალურად ინტეგრებად 

ფუნქციათა 𝐸 კლასი, რომელიც განსაზღვრულია შემდეგნაირად: 

𝐸 = {𝑓(𝑡): ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

< ∞, 𝑙𝑖𝑚
𝑇→∞

1

𝑇
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑇+𝐶

𝑇

= 𝑙𝑖𝑚
𝑇→∞

1

𝑇
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

−𝑇

−𝑇−𝑐

= 0, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, ∀𝑐 > 0}. 

აღნიშნული კლასის ფუნქციებისთვის მან [1, 2] შეისწავლა ფურიეს 

ტრიგონომეტრიული მწკრივის თანაბრად კრებადობის, წერტილოვანი კრებადობისა და (𝐶, 1) 

საშუალოებით შეჯამებადობის საკითხები.  

ა. ზახაროვმა [3] განიხილა 2𝜋-პერიოდული ფუნქციები, რომელთათვისაც  აჩვენა 

შემდეგი თეორემის სამართლიანობა: 

დავუშვათ მოცემული გვაქვს ფუნქცია 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿(0, 2𝜋), რომლისთვისაც 

შესრულებულია შემდეგი პირობები: 

∫𝜓𝑥,𝑙(𝑢)𝑑𝑢

𝑡

0

= 𝑜(𝑡), (𝑡 → +0), 

∫|𝜓𝑥,𝑙(𝑢)|𝑑𝑢

𝑡

0

= 𝑂(𝑡), (𝑡 → +0), 

∫
|𝜓𝑥,𝑙(𝑢 + ℎ)𝑑𝑢 − 𝜓𝑥,𝑙(𝑢)|

𝑢

𝛿

ℎ

= 𝑜(1), (ℎ → +0), 
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სადაც 

𝜓𝑥,𝑙(𝑢) = 𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡) − 𝑙. 

მაშინ 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑆𝑛
′ (𝑥; 𝑓)

𝑛
=
𝑙

𝑛
. 

მოცემულ ნაშრომში გამოკვლეულია და დამტკიცებულია ა. ზახაროვის თეორემის [3] 

ანალოგი დირიხლეს განზოგადებული ინტეგრალებისთვის 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏), 𝑝 ≥ 1, სივრცეში. 
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დამხმარე დებულებები 
ლემა 1. (მინკოვსკის უტოლობა)1 

თუ 𝑝 ≥ 1, 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿
𝑝(𝑎, 𝑏), მაშინ 

(∫|𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥)|
𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ (∫|𝑓1(𝑥)|
𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+(∫|𝑓2(𝑥)|
𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

. 

დამტკიცება. 

ვთქვათ, 𝑓1(𝑥) ∈ 𝐿
𝑝(𝑎, 𝑏) და 𝑓2(𝑥) ∈ 𝐿

𝑝(𝑎, 𝑏). შევნიშნოთ, რომ, თუ 𝑔(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏), მაშინ 

|𝑔(𝑥)|𝑝−1 ∈ 𝐿𝑞(𝑎, 𝑏), სადაც 
1

𝑝
+
1

𝑞
= 1. გვაქვს: 

(|𝑔(𝑥)|𝑝−1)𝑞 = |𝑔(𝑥)|
(𝑝−1)

𝑝
1−𝑝 = |𝑔(𝑥)|𝑝. 

აქედან, ჰელდერის უტოლობის ძალით, მივიღებთ: 

∫|𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥)|
𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤ ∫|𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥)|
𝑝−1|𝑓1(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+ ∫|𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥)|
𝑝−1|𝑓2(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤ (∫|𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥)|
(𝑝−1)𝑞𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑞

(∫|𝑓1(𝑥)|
𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+(∫|𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥)|
(𝑝−1)𝑞𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑞

(∫|𝑓2(𝑥)|
𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

= (∫|𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥)|
𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑞

[
 
 
 
 

(∫|𝑓1(𝑥)|
𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ (∫|𝑓2(𝑥)|
𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

]
 
 
 
 

. 

თუ უტოლობის ორივე მხარეს გავყოფთ (∫ |𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥)|
𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎
)

1

𝑝
-ზე, გვექნება: 

 
1 [4] გვერდი 21, §10. 
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(∫|𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥)|
𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1−
1
𝑞

= (∫|𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥)|
𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ (∫|𝑓1(𝑥)|
𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+(∫|𝑓2(𝑥)|
𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

. 

ლემა 2. (მინკოვსკის განზოგადებული უტოლობა)2 

(∫(∫|𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑦

𝑑

𝑐

)

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ ∫(∫|𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

𝑑𝑦

𝑑

𝑐

, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝑎 < 𝑏, 𝑐 < 𝑑. 

დამტკიცება. 

თუ 𝑝 = 1, მაშინ ლემა 2 ემთხვევა ფუბინის თეორემას.  

ვთქვათ, 1 < 𝑝 ≤ ∞ და 
1

𝑝
+
1

𝑞
= 1. გნვიხილოთ ასახვა: 

Λ(𝜑)(𝑔) ≔ ∫|𝜑(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

, 𝜑(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐿𝑞(𝑎, 𝑏). 

დავუშვათ 𝑔 ∈ 𝐿𝑞(𝑎, 𝑏). ფუბინის თეორემისა და ჰელდერის უტოლობის ძალით, გვაქვს: 

Λ(∫|𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑦

𝑑

𝑐

)(𝑔) = ∫(∫|𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑦

𝑑

𝑐

)|𝑔(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= ∫(∫|𝑓(𝑥, 𝑦)||𝑔(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)𝑑𝑦

𝑑

𝑐

≤ ‖𝑔(𝑥)‖𝐿𝑞(𝑎,𝑏)∫(∫|𝑓(𝑥, 𝑦)|
𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

𝑑𝑦

𝑑

𝑐

, ∀𝑔(𝑥) ∈ 𝐿𝑞(𝑎, 𝑏). 

რადგან3 

‖Λ‖ℒ(𝐿𝑞(𝑎,𝑏);𝑅) = 𝑠𝑢𝑝
‖𝑔(𝑥)‖𝐿𝑞(𝑎,𝑏)≠0

∫ (∫ |𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑦
𝑑

𝑐
) |𝑔(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

‖𝑔(𝑥)‖𝐿𝑞(𝑎,𝑏)
= ‖∫|𝑓(∙, 𝑦)|𝑑𝑦

𝑑

𝑐

‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)

= (∫(∫|𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑦

𝑑

𝑐

)

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

, 

 
2 [6] გვერდი 19, (9.12) 
3 [5] გვერდი 188, წინადადება 6.13 
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მიღებული უტოლობის ორივე მხარის ‖𝑔(𝑥)‖𝐿𝑞(𝑎,𝑏)-ზე გაყოფით მივიღებთ დასამტკიცებელს. 

ლემა 3. 

𝑠𝑖𝑛
𝜋(𝑙 ± 𝑥)

2𝑙
= 𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑥

2𝑙
 

და 

𝑠𝑖𝑛
𝜋(−𝑙 ± 𝑥)

2𝑙
= −𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑥

2𝑙
. 

ეს ტოლობები ადვილი შესამოწმებელია. 

ლემა 4.  

𝑠𝑖𝑛𝑥 ≥
2

𝜋
𝑥, 𝑥 ∈ [0,

𝜋

2
]. 

დამტკიცება. 

შევნიშნოთ, რომ 

𝑠𝑖𝑛𝑥 =
2𝑥

𝜋
= 0, 𝑥 = 0. 

და 

𝑠𝑖𝑛𝑥 =
2𝑥

𝜋
= 1, 𝑥 =

𝜋

2
. 

ამასთანავე, [0,
𝜋

2
] შუალედში 𝑠𝑖𝑛𝑥 ამოზნექილი ფუნქციაა. ე. ი.  

sin𝑥 ≥
(1 − 0)

(
𝜋
2 − 0

)
𝑥 =

2

𝜋
𝑥, ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ [0,

𝜋

2
]. 

ლემა 5. 

|
1

2𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡
2𝑙

−
𝑙

𝜋𝑡
| ≤ 𝐵, 𝑡 ∈ [0, 𝑙]. 

დამტკიცება. 
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მოცემული სხვაობის მოდულის შემოსაზღვრულობა გამოკვლევას საჭიროებს 0-ის 

მიდამოში. 𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡

2𝑙
 ფუნქციის ტეილორის მწკრივის სახით წარმოდგენით, როდესაც 𝑡0 = 0, 

გვაქვს: 

𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡

2𝑙
= 𝑠𝑖𝑛

𝜋𝑡0
2𝑙
+ (𝑠𝑖𝑛

𝜋𝑡

2𝑙
)
′

𝑡=𝑡0

(𝑡 − 𝑡0)

1!
+ (𝑠𝑖𝑛

𝜋𝑡

2𝑙
)
′′

𝑡=𝑡0

(𝑡 − 𝑡0)
2

2!
+ ⋯ =

𝜋

2𝑙
𝑡 + 𝑜(𝑡2). 

ამის გათვალისწინებით და უკვე დამტკიცებული ლემა 4-ის გამოყენებით, გვაქვს: 

|
1

2𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡
2𝑙

−
𝑙

𝜋𝑡
| = |

𝜋𝑡 − 2𝑙𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡
2𝑙

2𝜋𝑡 𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡
2𝑙

| = |
𝜋𝑡 − 2𝑙

𝜋𝑡
2𝑙 − 𝑜

(𝑡2)

2𝜋𝑡 𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡
2𝑙

| 

≤ |
𝜋𝑡 − 2𝑙

𝜋𝑡
2𝑙

2𝜋𝑡 𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡
2𝑙

| + |
𝑜(𝑡2)

2𝜋𝑡 𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡
2𝑙

| ≤ |
𝑜(𝑡2)

2𝜋𝑡2
| → 0, 𝑡 → +0. 

ლემა 6. 

|cos(2𝑛 + 1)
𝜋𝑡

2𝑙
− 𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑛𝑡

𝑙
| ≤

2𝜋𝑡

𝑙
, 𝑡 ∈ [0, 𝑙] . 

დამტკიცება. 

ტრიგონომეტრიული იგივეობის 

𝑐𝑜𝑠𝛼 − 𝑠𝑖𝑛𝛽 = −2𝑠𝑖𝑛
𝛼 + 𝛽

2
𝑠𝑖𝑛

𝛼 − 𝛽

2
 

და 

𝑠𝑖𝑛𝑥 ≤ 𝑥,   𝑥 ∈ [0,
𝜋

2
] 

უტოლობის ძალით, გვაქვს: 

|𝑐𝑜𝑠(2𝑛 + 1)
𝜋𝑡

2𝑙
− 𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑛𝑡

𝑙
| = |−2 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋𝑛𝑡

𝑙
+
𝜋𝑡

2𝑙
) 𝑠𝑖𝑛

𝜋𝑡

4𝑙
| 

≤ |2𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡

4𝑙
| ≤ |

𝜋𝑡

2𝑙
| ≤ |

2𝜋𝑡

𝑙
|. 
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ამოცანის დასმა 

ვთქვათ, 𝐸 არის ნებისმიერ სასრულ ინტერვალზე, ლებეგის აზრით ინტეგრებად 

ნამდვილ 𝑓(𝑡) ფუნქციათა კლასი ისეთი, რომ ყოველი ფიქსირებული 𝑐 > 0-სთვის: 

lim
𝑇→∞

1

𝑇
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡 =

𝑇+𝑐

𝑇

lim
𝑇→∞

1

𝑇
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡 = 0

−𝑇

−𝑇−𝑐

. 

მოცემული 𝑓 ∈ 𝐸 ფუნქციისა და დადებითი 𝑙 რიცხვისათვის, განვსაზღვროთ:  

𝑎𝑘 =
1

𝑙
∫𝑓(𝑡) cos

𝑘𝜋𝑡

𝑙
 𝑑𝑡

𝑙

−𝑙

, 

𝑏𝑘 =
1

𝑙
∫ 𝑓(𝑡) s𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑡

𝑙
 𝑑𝑡

𝑙

−𝑙

, 

𝑆𝑛
𝑙 (𝑥; 𝑓) =

𝑎0
2
+∑(𝑎𝑘 cos

𝑘𝜋𝑥

𝑙
+ 𝑏𝑘 s𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑥

𝑙
)

𝑛

𝑘=1

, 𝑥 ∈ (−∞,∞), 𝑛 = 0,1,2, … . 

𝑆𝑛
𝑙 (𝑥; 𝑓) შეიძლება წარმოვადგინოთ შემდეგი ფორმით: 

𝑆𝑛
𝑙 (𝑥; 𝑓) =

1

𝑙
∫𝑓(𝑢)D𝑛

𝑙 (𝑢 − 𝑥) 𝑑𝑢

𝑙

−𝑙

, 

სადაც 

𝐷𝑛
𝑙 (𝑡) =

1

2
+∑ cos

𝑘𝜋𝑡

𝑙
=
sin (2𝑛 + 1)

𝜋𝑡
2𝑙

2𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡
2𝑙

𝑛

𝑘=1

. 

განვიხილოთ 𝑆𝑛
𝑙 (𝑥; 𝑓)-ის წარმოებული: 

(𝑆𝑛
𝑙 (𝑥; 𝑓))

′

= 𝑆𝑙,𝑛
′ (𝑥; 𝑓) = (  

𝑎0
2
+∑(𝑎𝑘 cos

𝑘𝜋𝑥

𝑙
+ 𝑏𝑘

𝑛

𝑘=1

s𝑖𝑛
𝑘𝜋𝑥

𝑙
 ) )

′

=
𝜋

𝑙
 ∑ 𝑘 (−𝑎𝑘 s𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑥

𝑙
+ 𝑏𝑘 𝑐𝑜𝑠

𝑘𝜋𝑥

𝑙
)

𝑛

𝑘=1

. 

𝑎𝑘-ს და 𝑏𝑘-ს მნიშვნელობების ამ ტოლობაში შეტანით, მივიღებთ: 
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𝑆𝑙,𝑛
′ (𝑥; 𝑓) =

𝜋

𝑙
 ∑𝑘 (−

1

𝑙
∫𝑓(𝑡) cos

𝑘𝜋𝑡

𝑙
 𝑑𝑡

𝑙

−𝑙

s𝑖𝑛
𝑘𝜋𝑥

𝑙
+
1

𝑙
∫𝑓(𝑡) s𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑡

𝑙
 𝑑𝑡

𝑙

−𝑙

𝑐𝑜𝑠
𝑘𝜋𝑥

𝑙
)

𝑛

𝑘=1

=
1

𝑙
∫𝑓(𝑡)

𝜋

𝑙
∑𝑘 (s𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑡

𝑙
𝑐𝑜𝑠

𝑘𝜋𝑥

𝑙
− 𝑐𝑜𝑠

𝑘𝜋𝑡

𝑙
∙ s𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑥

𝑙
)

𝑛

𝑘=1

𝑙

−𝑙

𝑑𝑡

=
1

𝑙
∫𝑓(𝑡)

𝜋

𝑙
∑𝑘

𝑛

𝑘=1

s𝑖𝑛
𝑘𝜋(𝑡 − 𝑥)

𝑙
𝑑𝑡

𝑙

−𝑙

. 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ 

(𝐷𝑛
𝑙 (𝑡))

′

= 𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡) = −

𝜋

𝑙
∑𝑘 s𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑡

𝑙

𝑛

𝑘=1

, 

გვექნება: 

𝑆𝑙,𝑛
′ (𝑥; 𝑓) = −

1

𝑙
∫𝑓(𝑡)𝐷𝑙,𝑛

′ (𝑡 − 𝑥)𝑑𝑡

𝑙

−𝑙

. 

უკანასკნელ ტოლობაში 𝑡 − 𝑥 = 𝑦 ცვლადის გარდაქმნით, მივიღებთ: 

𝑆𝑙,𝑛
′ (𝑥; 𝑓) = −

1

𝑙
∫ 𝑓(𝑥 + 𝑦)𝐷𝑙,𝑛

′ (𝑦)𝑑𝑦 =

𝑙−𝑥

−𝑙−𝑥

−
1

𝑙
∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)𝐷𝑙,𝑛

′ (𝑡)𝑑𝑡

𝑙−𝑥

−𝑙−𝑥

. 

ამასთანავე, რადგან 

𝐷𝑙,𝑛
′ (−𝑡) = −

𝜋

𝑙
∑𝑘 s𝑖𝑛

𝑘𝜋(−𝑡)

𝑙
=

𝑛

𝑘=1

𝜋

𝑙
∑𝑘 s𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑡

𝑙
= −𝐷𝑙,𝑛

′ (𝑡)

𝑛

𝑘=1

 

კენტი ფუნქციაა, ამიტომ 𝑡 − 𝑥 = −𝑦 ცვლადის გარდაქმნით, გვექნება:  

𝑆𝑙,𝑛
′ (𝑥; 𝑓) = −

1

𝑙
∫ 𝑓(𝑥 − 𝑦)𝐷𝑙,𝑛

′ (−𝑦)(−𝑑𝑦) =

−𝑙+𝑥

𝑙+𝑥

1

𝑙
∫ 𝑓(𝑥 − 𝑡)𝐷𝑙,𝑛

′ (𝑡)𝑑𝑡

𝑙+𝑥

−𝑙+𝑥

. 

აქედან: 
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𝑆𝑙,𝑛
′ (𝑥; 𝑓) =

1

2
(−

1

𝑙
∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)𝐷𝑙,𝑛

′ (𝑡)𝑑𝑡

𝑙−𝑥

−𝑙−𝑥

+
1

𝑙
∫ 𝑓(𝑥 − 𝑡)𝐷𝑙,𝑛

′ (𝑡)𝑑𝑡

𝑙+𝑥

−𝑙+𝑥

)

= −
1

2𝑙
∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)𝐷𝑙,𝑛

′ (𝑡)𝑑𝑡

−𝑙+𝑥

−𝑙−𝑥

−
1

2𝑙
∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)𝐷𝑙,𝑛

′ (𝑡)𝑑𝑡

𝑙−𝑥

−𝑙+𝑥

+
1

2𝑙
∫ 𝑓(𝑥 − 𝑡)𝐷𝑙,𝑛

′ (𝑡)𝑑𝑡

𝑙−𝑥

−𝑙+𝑥

+
1

2𝑙
∫ 𝑓(𝑥 − 𝑡)𝐷𝑙,𝑛

′ (𝑡)𝑑𝑡

𝑙+𝑥

𝑙−𝑥

= −
1

2𝑙
∫ (𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡))𝐷𝑙,𝑛

′ (𝑡)𝑑𝑡

𝑙−𝑥

−𝑙+𝑥

−
1

2𝑙
∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)𝐷𝑙,𝑛

′ (𝑡)𝑑𝑡

−𝑙+𝑥

−𝑙−𝑥

+
1

2𝑙
∫ 𝑓(𝑥 − 𝑡)𝐷𝑙,𝑛

′ (𝑡)𝑑𝑡

𝑙+𝑥

𝑙−𝑥

. 

შევნიშნოთ, რომ 𝑡 = −𝑦 ცვლადის გარდაქმნით, ვღებულობთ: 

1

2𝑙
∫ 𝑓(𝑥 − 𝑡)𝐷𝑙,𝑛

′ (𝑡)𝑑𝑡

𝑙+𝑥

𝑙−𝑥

=
1

2𝑙
∫ 𝑓(𝑥 + 𝑦)𝐷𝑙,𝑛

′ (−𝑦)(−𝑑𝑦)

−𝑙−𝑥

−𝑙+𝑥

= −
1

2𝑙
∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)𝐷𝑙,𝑛

′ (𝑡)(𝑑𝑡)

−𝑙+𝑥

−𝑙−𝑥

. 

ამის გათვალისწინებით, გვაქვს: 

𝑆𝑙,𝑛
′ (𝑥; 𝑓) = −

1

2𝑙
∫ (𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡))𝐷𝑙,𝑛

′ (𝑡)𝑑𝑡

𝑙−𝑥

−𝑙+𝑥

−
1

𝑙
∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)𝐷𝑙,𝑛

′ (𝑡)𝑑𝑡

−𝑙+𝑥

−𝑙−𝑥

. 

ამასთანავე, 

−
1

2𝑙
∫ (𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡))𝐷𝑙,𝑛

′ (𝑡)𝑑𝑡

𝑙−𝑥

−𝑙+𝑥

= −
1

𝑙
∫ (𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡))𝐷𝑙,𝑛

′ (𝑡)𝑑𝑡

𝑙−𝑥

0

 

= −
1

𝑙
∫(𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡))𝐷𝑙,𝑛

′ (𝑡)𝑑𝑡 +
1

𝑙
∫(𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡))𝐷𝑙,𝑛

′ (𝑡)𝑑𝑡

𝑙

𝑙−𝑥

𝑙

0

. 

ე. ი. გვაქვს: 
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𝑆𝑙,𝑛
′ (𝑥; 𝑓) = −

1

𝑙
∫(𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡))𝐷𝑙,𝑛

′ (𝑡)𝑑𝑡

𝑙

0

+
1

𝑙
∫(𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡))𝐷𝑙,𝑛

′ (𝑡)𝑑𝑡

𝑙

𝑙−𝑥

−
1

𝑙
∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)𝐷𝑙,𝑛

′ (𝑡)𝑑𝑡

−𝑙+𝑥

−𝑙−𝑥

. 

(1) 

შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

𝑙

𝑛
= 𝜂, 𝜓𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡) − 𝑓(𝑥), 𝛷𝑥(𝑡) = ∫|𝜓𝑥(𝑢)|𝑑𝑢

𝑡

0

. 

განვიხილოთ 𝜂 ∙ 𝑆𝑙,𝑛
′ (𝑥; 𝑓) ნამრავლი. (1) ტოლობიდან გვაქვს: 

𝜂 ∙ 𝑆𝑙,𝑛
′ (𝑥; 𝑓) = −∫{𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡)}

𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

𝑙

0

+ ∫{𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡)}
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

𝑙

𝑙−𝑥

− ∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

−𝑙+𝑥

−𝑙−𝑥

. 

(1′) 

განვიხილოთ ‖𝜂 ∙ 𝑆𝑙,𝑛
′ (𝑥; 𝑓) − 𝑓(𝑥)‖

𝐿[𝑎,𝑏]
𝑝 . შევნიშნოთ, რომ 

∫
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

𝑙

0

=
1

𝑛
{
1

2
+∑𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑘𝑡

𝑙

𝑛

𝑘=1

}|

0

𝑙

=
1

𝑛
{
1

2
+∑ 𝑐𝑜𝑠𝜋𝑘

𝑛

𝑘=1

} −
1

𝑛
{
1

2
+∑1

𝑛

𝑘=1

} 

= {
1

𝑛
∑(−1)𝑘 − 1

𝑛

𝑘=1

} = {−1 −
1 − (−1)𝑛

2𝑛
}. 

ამის გათვალისწინებით, (1′) ტოლობიდან მივიღებთ: 

‖𝜂 ∙ 𝑆𝑙,𝑛
′ (𝑥; 𝑓) − 𝑓(𝑥)‖

𝐿[𝑎,𝑏]
𝑝

= (∫ |−∫{𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡)}
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

𝑙

0

− ∫{𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡)}
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

𝑙

𝑙−𝑥

𝑏

𝑎

− ∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

−𝑙+𝑥

−𝑙−𝑥

+ {−1 −
1 − (−1)𝑛

2𝑛
+
1 − (−1)𝑛

2𝑛
} 𝑓(𝑥)|

𝑝

𝑑𝑥)

1
𝑝

= 
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= (∫|−∫𝜓𝑥(𝑡)
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

𝑙

0

− ∫{𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡)}
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

𝑙

𝑙−𝑥

𝑏

𝑎

− ∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

−𝑙+𝑥

−𝑙−𝑥

+ {
1 − (−1)𝑛

2𝑛
}𝑓(𝑥)|

𝑝

𝑑𝑥)

1
𝑝

. 

(2) 

გამოვიკვლიოთ (2)-ის კრებადობა. 
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მიღებული შედეგი 
ძირითადი თეორემა. 

ვთქვათ, 𝑓 ∈ 𝐸, (𝑎, 𝑏) რაიმე სასრული შუალედია და შესრულებულია შემდეგი 

პირობები: 

‖𝛷𝑥(∙)‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) = (∫ |∫|𝜓𝑥(𝑢)|

𝑡

0

𝑑𝑢|

𝑝𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1
𝑝

= 𝑜(𝑡), 𝑡 → +0, 𝑡 → ∞, (3) 

‖∫
|𝜓𝑥(𝑢 + ℎ) − 𝜓𝑥(𝑢)|

𝑢

𝑙

 𝜂

𝑑𝑢‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)

= (∫ |∫
|𝜓𝑥(𝑢 + ℎ) − 𝜓𝑥(𝑢)|

𝑢

𝑙

 𝜂

𝑑𝑢|

𝑝𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1
𝑝

= 𝑜(1), 

𝑛 → ∞, 𝑙 → ∞,
𝑙

𝑛
→ 0 

(4) 

მაშინ 

‖𝜂 ∙ 𝑆𝑙,𝑛
′ (𝑥; 𝑓) − 𝑓(𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
⟶ 0,   

𝑝 ≥ 1, 𝑙 ⟶ ∞, 𝑛 ⟶ ∞,
𝑙

𝑛
⟶ 0. 

დამტკიცება. 

მინკოვსკის უტოლობის ძალით, (2) ტოლობიდან მივიღებთ: 

‖𝜂 ∙ 𝑆𝑙,𝑛
′ (𝑥; 𝑓) − 𝑓(𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)

≤ (∫ |−∫𝜓𝑥(𝑡)
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

𝑙

0

|

𝑏

𝑎

𝑝

𝑑𝑥)

1
𝑝

+(∫|− ∫{𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡)}
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

𝑙

𝑙−𝑥

|

𝑏

𝑎

𝑝

𝑑𝑥)

1
𝑝

+(∫|− ∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

−𝑙+𝑥

−𝑙−𝑥

|

𝑏

𝑎

𝑝

𝑑𝑥)

1
𝑝

+ (∫ |{
1 − (−1)𝑛

2𝑛
}𝑓(𝑥)|

𝑏

𝑎

𝑝

𝑑𝑥)

1
𝑝

. 

(5) 

მიღებული უტოლობის მარჯვენა მხარის ბოლო წევრისთვის, გვაქვს: 
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(∫ |{
1 − (−1)𝑛

2𝑛
}𝑓(𝑥)|

𝑏

𝑎

𝑝

𝑑𝑥)

1
𝑝

≤
1

𝑛
(∫|𝑓(𝑥)|𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1
𝑝

≤
𝐶

𝑛
⟶ 0, 𝑛 → ∞. 

ამის გათვალისწინებით (5) უტოლობაში მივიღებთ: 

‖𝜂 ∙ 𝑆𝑙,𝑛
′ (𝑥; 𝑓) − 𝑓(𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)

≤ (∫|−∫𝜓𝑥(𝑡)
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

𝑙

0

|

𝑏

𝑎

𝑝

𝑑𝑥)

1
𝑝

+ (∫ |− ∫{𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡)}
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

𝑙

𝑙−𝑥

|

𝑏

𝑎

𝑝

𝑑𝑥)

1
𝑝

+ (∫ |− ∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

−𝑙+𝑥

−𝑙−𝑥

|

𝑏

𝑎

𝑝

𝑑𝑥)

1
𝑝

+ 𝑜(1)

= ‖𝑀𝑙,𝑛
′ (𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
+ ‖𝑊𝑙,𝑛

′ (𝑥)‖
𝐿𝑝(𝑎,𝑏)

+ ‖𝑃𝑙,𝑛
′ (𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
+ 𝑜(1),

𝑛 → ∞. 

(6) 

განვიხილოთ ‖𝑊𝑙,𝑛
′ (𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
. შევნიშნოთ, რომ 

𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
= (

𝐷𝑛
𝑙 (𝑡)

𝑛
)

′

= (
sin(2𝑛 + 1)

𝜋𝑡
2𝑙

2𝑛 𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡
2𝑙

)

′

=
𝜋

𝑙
(
cos(2𝑛 + 1)

𝜋𝑡
2𝑙

2𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡
2𝑙

−
s𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑡
𝑙

4 𝑛 sin2
𝜋𝑡
2𝑙

), (7) 

|
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
| =

𝜋

𝑙
(|
cos(2𝑛 + 1)

𝜋𝑡
2𝑙

2𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡
2𝑙

−
s𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑡
𝑙

4 𝑛 sin2
𝜋𝑡
2𝑙

|) ≤
𝜋

𝑙
(

1

|2𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡
2𝑙 |

+
1

4𝑛 sin2
𝜋𝑡
2𝑙

). (7′) 

თავდაპირველად დავუშვათ, 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 < 𝑙. მხედველობაში მივიღოთ (7′) 

უტოლობა და გავითვალისწინოთ, რომ (0; 𝑙] შუალედზე 1 𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡

2𝑙
⁄  და, შესაბამისად, 1 𝑠𝑖𝑛2

𝜋𝑡

2𝑙
⁄  

კლებადი ფუნქციებია, გვაქვს: 

‖𝑊𝑙,𝑛
′ (𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
= (∫|− ∫{𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡)}

𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

𝑙

𝑙−𝑥

|

𝑏

𝑎

𝑝

𝑑𝑥)

1
𝑝

≤ 
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≤ (∫[ ∫|𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡)| |
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
| 𝑑𝑡

𝑙

𝑙−𝑥

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝜋

𝑙
(∫{

1

2𝑠𝑖𝑛
𝜋(𝑙 − 𝑥)
2𝑙

+
1

4𝑛 sin2
𝜋(𝑙 − 𝑥)
2𝑙

}

𝑝

[ ∫|𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡)|𝑑𝑡

𝑙

𝑙−𝑥

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

. 

მხედველობაში მივიღოთ ლემა 3 და გავითვალისწინოთ, რომ 1 𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑥

2𝑙
⁄    და, 

შესაბამისად, 1 𝑐𝑜𝑠2
𝜋𝑥

2𝑙
⁄   ზრდადი ფუნქციებია [0, 𝑙) შუალედზე. მინკოვსკის უტოლობის 

ძალით, მივიღებთ: 

‖𝑊𝑙,𝑛
′ (𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
≤
𝜋

𝑙
(∫{

1

2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑥
2𝑙

+
1

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑥
2𝑙

}

𝑝

[ ∫|𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡)|𝑑𝑡

𝑙

𝑙−𝑥

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝜋

𝑙
{

1

2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑏
2𝑙

+
1

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑏
2𝑙

}(∫ [ ∫|𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡)|𝑑𝑡

𝑙

𝑙−𝑥

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝜋

𝑙
{

1

2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑏
2𝑙

+
1

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑏
2𝑙

}

{
 
 

 
 

(∫[∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

𝑙+𝑥

𝑙

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ (∫[ ∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+2𝑥

−𝑙+𝑥

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

}
 
 

 
 

≤ {
𝜋

2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑏
2𝑙

+
𝜋

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑏
2𝑙

}

{
 
 

 
 

(∫ [
1

𝑙
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

𝑙+𝑏

𝑙

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+(∫[
1

𝑙
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+2𝑏

−𝑙

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

}
 
 

 
 

. 

ვინაიდან 𝑓(𝑡) ∈ 𝐸, ამიტომ 

lim
𝑙→∞

1

𝑙
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

𝑙+𝑏

𝑙

= lim
𝑙→∞

1

𝑙
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+2𝑏

−𝑙

= 0. 

გვექნება: 
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‖𝑊𝑙,𝑛
′ (𝑥)‖

𝐿[𝑎,𝑏]
𝑝 ≤ {

𝜋

2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑏
2𝑙

+
𝜋

4 𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑏
2𝑙

}

{
 
 

 
 

(∫ [
1

𝑙
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

𝑙+𝑏

𝑙

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+(∫[
1

𝑙
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+2𝑏

−𝑙

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

}
 
 

 
 

≤ {
𝜋

2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑏
2𝑙

+
𝜋

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑏
2𝑙

} 2(𝑏 − 𝑎)
1
𝑝𝜀𝑙 = 𝐶0𝜀𝑙 → 0, 𝑙 → ∞. 

ახლა დავუშვათ, −𝑙 < 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 ≤ 0. იმის გათვალისწინებით, რომ [𝑙; 2𝑙) შუალედზე 

1 𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡

2𝑙
⁄  და, შესაბამისად, 1 𝑠𝑖𝑛2

𝜋𝑡

2𝑙
⁄  ზრდადი ფუნქციებია, გვაქვს: 

‖𝑊𝑙,𝑛
′ (𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
= (∫ |− ∫{𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡)}

𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

𝑙

𝑙−𝑥

|

𝑏

𝑎

𝑝

𝑑𝑥)

1
𝑝

≤ (∫[ ∫|𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡)| |
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
| 𝑑𝑡

𝑙

𝑙−𝑥

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝜋

𝑙
(∫{

1

2𝑠𝑖𝑛
𝜋(𝑙 − 𝑥)
2𝑙

+
1

4𝑛 sin2
𝜋(𝑙 − 𝑥)
2𝑙

}

𝑝

[ ∫|𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡)|𝑑𝑡

𝑙

𝑙−𝑥

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

. 

მხედველობაში მივიღოთ ლემა 3 და გავითვალისწინოთ, რომ (−𝑙, 0] შუალედზე 

1 𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑥

2𝑙
⁄  და, შესაბამისად,  1 𝑐𝑜𝑠2

𝜋𝑥

2𝑙
⁄   კლებადი ფუნქციებია, მივიღებთ: 

‖𝑊𝑙,𝑛
′ (𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
≤
𝜋

𝑙
(∫{

1

2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑥
2𝑙

+
1

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑥
2𝑙

}

𝑝

| ∫|𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡)|𝑑𝑡

𝑙

𝑙−𝑥

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝜋

𝑙
{

1

2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑎
2𝑙

+
1

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑎
2𝑙

}(∫| ∫|𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡)|𝑑𝑡

𝑙

𝑙−𝑥

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝜋

𝑙
{

1

2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑎
2𝑙

+
1

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑎
2𝑙

}

{
 
 

 
 

(∫ |∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

𝑙+𝑥

𝑙

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ (∫ | ∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+2𝑥

−𝑙+𝑥

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

}
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≤ {
𝜋

2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑎
2𝑙

+
𝜋

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑎
2𝑙

}

{
 
 

 
 

(∫|
1

𝑙
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

𝑙+𝑎

𝑙

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+(∫|
1

𝑙
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+2𝑎

−𝑙

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

}
 
 

 
 

. 

ვინაიდან 𝑓(𝑡) ∈ 𝐸, ამიტომ 

lim
𝑙→∞

1

𝑙
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

𝑙+𝑎

𝑙

= lim
𝑙→∞

1

𝑙
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+2𝑎

−𝑙

= 0. 

გვაქვს: 

‖𝑊𝑙,𝑛
′ (𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
≤ {

𝜋

2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑎
2𝑙

+
𝜋

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑎
2𝑙

}

{
 
 

 
 

(∫|
1

𝑙
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

𝑙+𝑎

𝑙

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+(∫ |
1

𝑙
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+2𝑎

−𝑙

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

}
 
 

 
 

≤ {
𝜋

2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑎
2𝑙

+
𝜋

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑎
2𝑙

}2(𝑏 − 𝑎)
1
𝑝𝜀𝑙 = 𝐶0

′𝜀𝑙 → 0, 𝑙 → ∞. 

მივიღეთ, რომ 

‖𝑊𝑙,𝑛
′ (𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
→ 0, −𝑙 < 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 < 𝑙, 𝑙 → ∞. 

(6) უტოლობაში ამის გათვალისწინებით, გვექნება: 

‖𝜂 ∙ 𝑆𝑙,𝑛
′ (𝑥; 𝑓) − 𝑓(𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)

≤ (∫ |−∫𝜓𝑥(𝑡)
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

𝑙

0

|

𝑏

𝑎

𝑝

𝑑𝑥)

1
𝑝

+(∫ |− ∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

−𝑙+𝑥

−𝑙−𝑥

|

𝑏

𝑎

𝑝

𝑑𝑥)

1
𝑝

+ 𝑜(1)

= ‖𝑀𝑙,𝑛
′ (𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
+ ‖𝑃𝑙,𝑛

′ (𝑥)‖
𝐿𝑝(𝑎,𝑏)

+ 𝑜(1), 𝑙 → ∞, 𝑛 → ∞. 

(8) 

ახლა განვიხილოთ ‖𝑃𝑙,𝑛
′ (𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
. კვლავ დავუშვათ, 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 < 𝑙. მინკოვსკის 

უტოლობის ძალით და იმის გათვალისწინებით, რომ (−2𝑙, −𝑙] შუალედზე  1 |𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡

2𝑙
|⁄  და, 

შესაბამისად, 1 sin2
𝜋𝑡

2𝑙
⁄  კლებადი ფუნქციებია, ხოლო [−𝑙, 0) შუალედზე - ზრდადი, გვაქვს: 
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‖𝑃𝑙,𝑛
′ (𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
= (∫ |− ∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)

𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

−𝑙+𝑥

−𝑙−𝑥

|

𝑏

𝑎

𝑝

𝑑𝑥)

1
𝑝

≤ (∫ | ∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

−𝑙

−𝑙−𝑥

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ (∫ | ∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

−𝑙+𝑥

−𝑙

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝜋

𝑙
(∫{

1

|2𝑠𝑖𝑛
𝜋(−𝑙 − 𝑥)

2𝑙
|
+

1

4 𝑛 sin2
𝜋(−𝑙 − 𝑥)

2𝑙

}

𝑝

[ ∫ |𝑓(𝑥 + 𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙

−𝑙−𝑥

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝜋

𝑙
(∫{

1

|2𝑠𝑖𝑛
𝜋(−𝑙 + 𝑥)

2𝑙
|
+

1

4𝑛 sin2
𝜋(−𝑙 + 𝑥)

2𝑙

}

𝑝

[ ∫ |𝑓(𝑥 + 𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+𝑥

−𝑙

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

. 

𝑥 + 𝑡 = 𝑢 ცვლადის გარდაქმნით და ლემა 3-თან ერთად იმის გათვალისწინებით, რომ 

[0, 𝑙) შუალედზე  1 |−𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑥

2𝑙
|⁄  და, შესაბამისად, 1 cos2

𝜋𝑥

2𝑙
⁄  ზრდადი ფუნქციებია, მივიღებთ: 

‖𝑃𝑙,𝑛
′ (𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
≤
𝜋

𝑙
{

1

|−2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑏
2𝑙 |

+
1

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑏
2𝑙

}(∫ [ ∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+𝑥

−𝑙

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝜋

𝑙
{

1

|−2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑏
2𝑙 |

+
1

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑏
2𝑙

}(∫[ ∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+2𝑥

−𝑙+𝑥

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ {
𝜋

2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑏
2𝑙

+
𝜋

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑏
2𝑙

}(∫ [
1

𝑙
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+𝑏

−𝑙

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ {
𝜋

2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑏
2𝑙

+
𝜋

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑏
2𝑙

}(∫ [
1

𝑙
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+2𝑏

−𝑙

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

. 

ვინაიდან 𝑓(𝑡) ∈ 𝐸, ამიტომ 

lim
𝑙→∞

1

𝑙
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+𝑏

−𝑙

= lim
𝑙→∞

1

𝑙
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+2𝑏

−𝑙

= 0. 
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მივიღებთ: 

‖𝑃𝑙,𝑛
′ (𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
≤ {

𝜋

2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑏
2𝑙

+
𝜋

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑏
2𝑙

}(∫ [
1

𝑙
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+𝑏

−𝑙

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ {
𝜋

2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑏
2𝑙

+
𝜋

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑏
2𝑙

}(∫ [
1

𝑙
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+2𝑏

−𝑙

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ {
𝜋

2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑏
2𝑙

+
𝜋

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑏
2𝑙

} (𝑏 − 𝑎)
1
𝑝𝜀𝑙 + {

𝜋

2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑏
2𝑙

+
𝜋

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑏
2𝑙

} (𝑏 − 𝑎)
1
𝑝𝜀𝑙 

≤ 𝐶1𝜀𝑙 → 0, 𝑙 → ∞. 

ახლა დავუშვათ, −𝑙 < 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 ≤ 0. მინკოვსკის უტოლობის ძალით და იმის 

გათვალისწინებით, რომ (−2𝑙, −𝑙] შუალედზე 1 |𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡

2𝑙
|⁄  და, შესაბამისად, 1 sin2

𝜋𝑡

2𝑙
⁄   კლებადი 

ფუნქციებია, ხოლო [−𝑙, 0) შუალედზე - ზრდადი, გვაქვს: 

‖𝑃𝑙,𝑛
′ (𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
≤ (∫|− ∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)

𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

−𝑙

−𝑙−𝑥

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+(∫ |− ∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

−𝑙+𝑥

−𝑙

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝜋

𝑙
(∫{

1

|2𝑠𝑖𝑛
𝜋(−𝑙 − 𝑥)

2𝑙
|
+

1

4𝑛 sin2
𝜋(−𝑙 − 𝑥)

2𝑙

}

𝑝

| ∫ |𝑓(𝑥 + 𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙

−𝑙−𝑥

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝜋

𝑙
(∫{

1

|2𝑠𝑖𝑛
𝜋(−𝑙 + 𝑥)

2𝑙
|
+

1

4𝑛 sin2
𝜋(−𝑙 + 𝑥)

2𝑙

}

𝑝

| ∫ |𝑓(𝑥 + 𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+𝑥

−𝑙

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

. 

𝑥 + 𝑡 = 𝑢 ცვლადის გარდაქმნით და ლემა 3-თან ერთად იმის გათვალისწინებით, რომ 

(−𝑙, 0] შუალედზე 1 |−𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑥

2𝑙
|⁄  და, შესაბამისად, 1 cos2

𝜋𝑥

2𝑙
⁄  კლებადი ფუნქციებია, მივიღებთ: 

‖𝑃𝑙,𝑛
′ (𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
≤
𝜋

𝑙
{

1

|−2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑎
2𝑙 |

+
1

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑎
2𝑙

}(∫ | ∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+𝑥

−𝑙

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ 
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+
𝜋

𝑙
{

1

|−2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑎
2𝑙
|
+

1

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑎
2𝑙

}(∫| ∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+2𝑥

−𝑙+𝑥

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ {
𝜋

2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑎
2𝑙

+
𝜋

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑎
2𝑙

}(∫ |
1

𝑙
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+𝑎

−𝑙

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ {
𝜋

2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑎
2𝑙

+
𝜋

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑎
2𝑙

}(∫ |
1

𝑙
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+2𝑎

−𝑙

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

. 

ვინაიდან 𝑓(𝑡) ∈ 𝐸, ამიტომ 

lim
𝑙→∞

1

𝑙
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+𝑎

−𝑙

= lim
𝑙→∞

1

𝑙
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+2𝑎

−𝑙

= 0. 

მივიღებთ: 

‖𝑃𝑙,𝑛
′ (𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
≤ {

𝜋

2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑎
2𝑙

+
𝜋

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑎
2𝑙

}(∫|
1

𝑙
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+𝑎

−𝑙

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ {
𝜋

2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑎
2𝑙

+
𝜋

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑎
2𝑙

}(∫|
1

𝑙
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

−𝑙+2𝑎

−𝑙

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ {
𝜋

2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑎
2𝑙

+
𝜋

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑎
2𝑙

} (𝑏 − 𝑎)
1
𝑝𝜀𝑙 + {

𝜋

2𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑎
2𝑙

+
𝜋

4𝑛 c𝑜𝑠2
𝜋𝑎
2𝑙

} (𝑏 − 𝑎)
1
𝑝𝜀𝑙 

≤ 𝐶1
′𝜀𝑙 → 0, 𝑙 → ∞. 

ე. ი. მივიღეთ, რომ 

‖𝑃𝑙,𝑛
′ (𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
→ 0, −𝑙 < 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 < 𝑙, 𝑙 → ∞. 

(8) უტოლობაში ამის გათვალისწინებით, გვექნება: 

‖𝜂 ∙ 𝑆𝑙,𝑛
′ (𝑥; 𝑓) − 𝑓(𝑥)‖

𝐿(𝑎,𝑏)
𝑝 ≤ (∫ |−∫𝜓𝑥(𝑡)

𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

𝑙

0

|

𝑏

𝑎

𝑝

𝑑𝑥)

1
𝑝

+ 𝑜(1) = (9) 
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= ‖𝑀𝑙,𝑛
′ (𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
+ 𝑜(1), 𝑙 → ∞, 𝑛 → ∞. 

ახლა განვიხილოთ ‖𝑀𝑙,𝑛
′ (𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
. მინკოვსკის უტოლობის ძალით, გვაქვს: 

‖𝑀𝑙,𝑛
′ (𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
≤ (∫ |−∫𝜓𝑥(𝑡)

𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

𝜂

0

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ (∫ |−∫𝜓𝑥(𝑡)
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ (∫[∫|𝜓𝑥(𝑡)| |
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
| 𝑑𝑡

𝜂

0

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ (∫ |−∫𝜓𝑥(𝑡)
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

. 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ 

|
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
| = |−

1

𝑛
∑

𝜋𝑘

𝑙

𝑛

𝑘=1

𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑘𝑡

𝑙
| ≤

1

𝑛
∑

𝜋𝑘

𝑙

𝑛

𝑘=1

≤
𝜋𝑛2

𝑛𝑙
≤
𝜋𝑛

𝑙
, 

მაშინ, მიღებული უტოლობის მარჯვენა მხარის პირველი წევრისთვის, (3) პირობის ძალით, 

გვექნება: 

(∫[∫|𝜓𝑥(𝑡)| |
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
| 𝑑𝑡

𝜂

0

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝜋𝑛

𝑙
(∫[∫|𝜓𝑥(𝑡)|𝑑𝑡

𝜂

0

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝜋𝑛

𝑙
𝜂𝜀 = 𝜋𝜀. 

𝜀-ის ნებისმიერობის გამო ვასკვნით, რომ  

(∫[∫|𝜓𝑥(𝑡)| |
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
| 𝑑𝑡

𝜂

0

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

→ 0, 𝑙 → ∞, 𝑛 → ∞,
𝑙

𝑛
→ 0. 

(9) უტოლობაში ამის გათვალისწინებით, გვექნება: 

‖𝜂 ∙ 𝑆𝑙,𝑛
′ (𝑥; 𝑓) − 𝑓(𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
≤ (∫ |−∫𝜓𝑥(𝑡)

𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑏

𝑎

𝑝

𝑑𝑥)

1
𝑝

+ 𝑜(1), 

  𝑙 → ∞, 𝑛 → ∞,
𝑙

𝑛
→ 0. 

(10) 

ახლა განვიხილოთ (10) უტოლობის მარჯვენა მხარის პირველი წევრი. 

გავითვალისწინოთ (7). კვლავ, მინკოვსკის უტოლობის ძალით, გვაქვს: 
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(∫ |−∫𝜓𝑥(𝑡)
𝐷𝑙,𝑛
′ (𝑡)

𝑛
𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

= (∫ |−
𝜋

𝑙
∫𝜓𝑥(𝑡) (

cos(2𝑛 + 1)
𝜋𝑡
2𝑙

2𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡
2𝑙

−
𝑠𝑖𝑛

𝜋𝑛𝑡
𝑙

4𝑛 sin2
𝜋𝑡
2𝑙

)𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ (∫ |
𝜋

𝑙
∫𝜓𝑥(𝑡)

cos(2𝑛 + 1)
𝜋𝑡
2𝑙

2𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡
2𝑙

𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ (∫ |
𝜋

𝑙
∫𝜓𝑥(𝑡)

𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑛𝑡
𝑙

4𝑛 sin2
𝜋𝑡
2𝑙

𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

= ‖𝑆1‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) + ‖𝑆2‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏). 

‖𝑆2‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) წევრისთვის, ნაწილობითი ინტეგრების გამოყენებით და, მინკოვსკის 

უტოლობისა და ლემა 3-ის ძალით, გვექნება: 

‖𝑆2‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) = (∫ |
𝜋

𝑙
∫𝜓𝑥(𝑡)

𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑛𝑡
𝑙

4𝑛 sin2
𝜋𝑡
2𝑙

𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ (∫ |
𝜋𝑙

4𝑛
∫|𝜓𝑥(𝑡)|

1

𝑡2
𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

= (∫|
𝜋𝑙

4𝑛

𝛷𝑥(𝑡)

𝑡2
|
𝑡=𝜂

𝑙

+
𝜋𝑙

2𝑛
∫
𝛷𝑥(𝑡)

𝑡3

𝑙

𝜂

𝑑𝑡|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ (∫ |
𝜋𝑙

4𝑛

𝛷𝑥(𝑡)

𝑡2
|
𝑡=𝜂

𝑙

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ (∫ |
𝜋𝑙

2𝑛
∫
𝛷𝑥(𝑡)

𝑡3

𝑙

𝜂

𝑑𝑡|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

 

= ‖𝐼1‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) + ‖𝐼2‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏). 

აქედან, (3) პირობის ძალით, ‖𝐼1‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏)წევრისთვის მივიღებთ: 

‖𝐼1‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) = (∫ |
𝜋𝑙

4𝑛

𝛷𝑥(𝑙)

𝑙2
−
𝜋𝑙

4𝑛

𝛷𝑥(𝜂)

𝜂2
|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝜋

4𝑛𝑙
(∫|𝛷𝑥(𝑙)|

𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝜋𝑙

4𝑛

1

𝜂2
(∫|𝛷𝑥(𝜂)|

𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝜋𝑙𝜀

4𝑛𝑙
+
𝜋𝑙

4𝑛

𝜂𝜀

𝜂2
≤
𝜋

4𝑛
𝜀 +

𝜋

4
𝜀. 

𝜀-ის ნებისმიერობის გამო ვასკვნით, რომ 

‖𝐼1‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) → 0, 𝑙 → ∞, 𝑛 → ∞,
𝑙

𝑛
→ 0. 

ამის გათვალისწინებით, (10) უტოლობაში გვექნება: 
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‖𝜂 ∙ 𝑆𝑙,𝑛
′ (𝑥; 𝑓) − 𝑓(𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)

≤ (∫ |
𝜋

𝑙
∫𝜓𝑥(𝑡)

cos(2𝑛 + 1)
𝜋𝑡
2𝑙

2𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡
2𝑙

𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+(∫|
𝜋𝑙

2𝑛
∫
𝛷𝑥(𝑡)

𝑡3

𝑙

𝜂

𝑑𝑡|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ 𝑜(1)

= ‖𝑆1‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) + ‖𝐼2‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) + 𝑜(1), 𝑙 → ∞, 𝑛 → ∞,
𝑙

𝑛
→ 0. 

(11) 

ახლა განვიხილოთ ‖𝐼2‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) წევრი. მინკოვსკის უტოლობის ძალით, მივიღებთ:  

‖𝐼2‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) = (∫|
𝜋𝑙

2𝑛
∫
𝛷𝑥(𝑡)

𝑡3

𝑙

𝜂

𝑑𝑡|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝜋𝑙

2𝑛
(∫|∫

𝛷𝑥(𝑡)

𝑡3

1

𝜂

𝑑𝑡|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝜋𝑙

2𝑛
(∫ |∫

𝛷𝑥(𝑡)

𝑡3

𝑙

1

𝑑𝑡|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

= ‖𝐾1‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) + ‖𝐾2‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏). 

(3) პირობის ძალით, რადგან ‖𝛷𝑥(𝑡)‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) = 𝑜(𝑡), როცა 𝑡 → +0, არსებობს 𝛿 < 1 ისეთი, 

რომ როცა 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝛿, მაშინ ‖𝛷𝑥(𝑡)‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) ≤ 𝜀𝑡. ამის გათვალისწინებითა და მინკოვსკის 

განზოგადებული უტოლობის ძალით, ‖𝐾1‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) წევრისთვის, მივიღებთ: 

 ‖𝐾1‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) =
𝜋𝑙

2𝑛
(∫ |∫

𝛷𝑥(𝑡)

𝑡3

1

𝜂

𝑑𝑡|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝜋𝑙

2𝑛
(∫ |∫

𝛷𝑥(𝑡)

𝑡3

𝛿

𝜂

𝑑𝑡|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝜋𝑙

2𝑛
(∫|∫

𝛷𝑥(𝑡)

𝑡3

1

𝛿

𝑑𝑡|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝜋𝑙

2𝑛
∫(∫|

𝛷𝑥(𝑡)

𝑡3
|

𝑏

𝑎

𝑝

𝑑𝑥)

1
𝑝

𝑑𝑡

𝛿

𝜂

+
𝜋𝑙

2𝑛𝛿3
(∫|∫𝛷𝑥(𝑡)

1

𝛿

𝑑𝑡|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝜋𝑙

2𝑛
∫
1

𝑡3
(∫|𝛷𝑥(𝑡)|

𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1
𝑝

𝑑𝑡

𝛿

𝜂

+
𝜋𝑙

2𝑛𝛿3
(∫ |∫𝛷𝑥(𝑡)

1

𝛿

𝑑𝑡|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝜋𝑙𝜀

2𝑛
∫
1

𝑡2
𝑑𝑡

𝛿

𝜂

+
𝜋𝑙

2𝑛𝛿3
(∫|∫𝛷𝑥(𝑡)

1

𝛿

𝑑𝑡|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

=
𝜋𝑙𝜀

2𝑛
(
1

𝜂
−
1

𝛿
) +

𝜋𝑙

2𝑛𝛿3
(∫ |∫𝛷𝑥(𝑡)

1

𝛿

𝑑𝑡|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝜋

2
𝜀 +

𝜋𝑙

2𝑛𝛿3
(∫ |∫𝛷𝑥(𝑡)

1

𝛿

𝑑𝑡|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

. 

ახლა, რადგან 
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(∫ |∫𝛷𝑥(𝑡)

1

𝛿

𝑑𝑡|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

= (∫|∫∫|𝜓𝑥(𝑢)|𝑑𝑢

𝑡

0

1

𝛿

𝑑𝑡|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ (∫ |∫∫|𝜓𝑥(𝑢)|𝑑𝑢

1

0

1

𝛿

𝑑𝑡|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ (∫ |(1 − 𝛿)∫|𝜓𝑥(𝑢)|𝑑𝑢

1

0

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ (∫ |∫|𝜓𝑥(𝑢)|𝑑𝑢

1

0

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ (∫ |∫|𝑓(𝑥 + 𝑢)|𝑑𝑢

1

0

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ (∫ |∫|𝑓(𝑥 − 𝑢)|𝑑𝑢

1

0

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+(∫ |∫|𝑓(𝑥)|𝑑𝑢

1

0

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

= (∫ |∫ |𝑓(𝑢)|𝑑𝑢

𝑥+1

𝑥

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+(∫| ∫|𝑓(𝑢)|𝑑𝑢

𝑥

𝑥−1

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+(∫|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ (∫ |∫ |𝑓(𝑢)|𝑑𝑢

𝑏+1

𝑎

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ (∫ | ∫|𝑓(𝑢)|𝑑𝑢

𝑏

𝑎−1

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ (∫|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ (𝐶2
′ + 𝐶2

′′ + 𝐶)(𝑏 − 𝑎)
1
𝑝 ≤ 𝐶2 , 

მივიღებთ: 

‖𝐾1‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) ≤
𝜋

2
𝜀 +

𝑙

𝑛

𝜋𝐶2
2𝛿3

. 

𝜀-ის ნებისმიერობის გამო ვასკვნით, რომ 

‖𝐾1‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) → 0, 𝑙 → ∞, 𝑛 → ∞,
𝑙

𝑛
→ 0. 

კვლავ გამოვიყენოთ (3) პირობა. რადგან ‖𝛷𝑥(𝑡)‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) = 𝑜(𝑡), როცა 𝑡 → +∞, არსებობს 

𝑠 > 1 ისეთი, რომ როცა 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 𝑙, მაშინ ‖𝛷𝑥(𝑡)‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) ≤ 𝜀𝑡. ამის გათვალისწინებით და 

მინკოვსკის განზოგადებული უტოლობის ძალით, გვაქვს: 
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‖𝐾2‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) =
𝜋𝑙

2𝑛
(∫ [∫

𝛷𝑥(𝑡)

𝑡3
𝑑𝑡

𝑙

1

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝜋𝑙

2𝑛
(∫[∫

𝛷𝑥(𝑡)

𝑡3

𝑠

1

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝜋𝑙

2𝑛
(∫ [∫

𝛷𝑥(𝑡)

𝑡3

𝑙

𝑠

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝜋𝑙

2𝑛
(∫[∫𝛷𝑥(𝑡)

𝑠

1

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝜋𝑙

2𝑛
∫(∫ [

𝛷𝑥(𝑡)

𝑡3
]

𝑏

𝑎

𝑝

𝑑𝑥)

1
𝑝

𝑑𝑡

𝑙

𝑠

≤
𝜋𝑙

2𝑛
(∫[∫∫|𝜓𝑥(𝑢)|𝑑𝑢

𝑡

0

𝑠

1

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝜋𝑙

2𝑛
∫
1

𝑡3
(∫[𝛷𝑥(𝑡)]

𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1
𝑝

𝑑𝑡

𝑙

𝑠

≤
𝜋𝑙(𝑠 − 1)

2𝑛
(∫ [∫|𝜓𝑥(𝑢)|𝑑𝑢

𝑠

0

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝜋𝑙𝜀

2𝑛
∫
1

𝑡2

𝑙

𝑠

𝑑𝑡

≤
𝜋𝑙𝑠

2𝑛
(∫ [∫|𝑓(𝑥 + 𝑢)|𝑑𝑢

𝑠

0

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝜋𝑙𝑠

2𝑛
(∫[∫|𝑓(𝑥 − 𝑢)|𝑑𝑢

𝑠

0

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝜋𝑙𝑠

2𝑛
(∫ [∫|𝑓(𝑥)|𝑑𝑢

𝑠

0

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝜋𝑙𝜀

2𝑛
(
1

𝑠
−
1

𝑙
)

≤
𝜋𝑙𝑠

2𝑛
(∫ [∫ |𝑓(𝑢)|𝑑𝑢

𝑥+𝑠

𝑥

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝜋𝑙𝑠

2𝑛
(∫ [ ∫|𝑓(𝑢)|𝑑𝑢

𝑥

𝑥−𝑠

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝜋𝑙𝑠2

2𝑛
(∫|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝜋𝑙𝜀

2𝑛𝑠

≤
𝜋𝑙𝑠

2𝑛
(∫ [∫ |𝑓(𝑢)|𝑑𝑢

𝑏+𝑠

𝑎

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝜋𝑙𝑠

2𝑛
(∫ [ ∫|𝑓(𝑢)|𝑑𝑢

𝑏

𝑎−𝑠

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝜋𝑙𝑠2

2𝑛
(∫|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝜋𝑙𝜀

2𝑛𝑠
≤
𝑙

𝑛

𝜋𝑠𝐶3
′

2
+
𝑙

𝑛

𝜋𝑠𝐶3
′′

2
+
𝑙

𝑛

𝜋𝑠2𝐶

2
+
𝑙

𝑛

𝜋

2𝑠
𝜀 → 0,   

𝑙 → ∞, 𝑛 → ∞,
𝑙

𝑛
→ 0. 

(11) უტოლობაში ამის გათვალისწინებით, გვექნება: 



27 
 

‖𝜂 ∙ 𝑆𝑙,𝑛
′ (𝑥; 𝑓) − 𝑓(𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
≤ (∫ |

𝜋

𝑙
∫𝜓𝑥(𝑡)

cos(2𝑛 + 1)
𝜋𝑡
2𝑙

2𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡
2𝑙

𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ 𝑜(1)

= ‖𝑆1‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) + 𝑜(1), 𝑙 → ∞, 𝑛 → ∞,
𝑙

𝑛
→ 0. 

(12) 

ახლა განვიხილოთ ‖𝑆1‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏). მინკოვსკის უტოლობის ძალით, გვაქვს: 

‖𝑆1‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) = (∫|
𝜋

𝑙
∫𝜓𝑥(𝑡)

cos(2𝑛 + 1)
𝜋𝑡
2𝑙

2𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡
2𝑙

𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

= (∫ |
𝜋

𝑙
∫𝜓𝑥(𝑡) (

cos(2𝑛 + 1)
𝜋𝑡
2𝑙

2𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡
2𝑙

+
𝑙

𝜋

cos(2𝑛 + 1)
𝜋𝑡
2𝑙

𝑡
−
𝑙

𝜋

cos(2𝑛 + 1)
𝜋𝑡
2𝑙

𝑡
)𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ (∫ |∫𝜓𝑥(𝑡)
cos(2𝑛 + 1)

𝜋𝑡
2𝑙

𝑡
𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ (∫[
𝜋

𝑙
∫|𝜓𝑥(𝑡)| |

1

2𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡
2𝑙

−
𝑙

𝜋𝑡
| 𝑑𝑡

𝑙

𝜂

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

= ‖𝑇1‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) + ‖𝑇2‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏). 

ლემა 5-ისა და (3) პირობის ძალით, გვაქვს: 

‖𝑇2‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) = (∫|
𝜋

𝑙
∫|𝜓𝑥(𝑡)| |

1

2𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑡
2𝑙

−
𝑙

𝜋𝑡
| 𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝜋𝐵

𝑙
(∫ [∫|𝜓𝑥(𝑡)|𝑑𝑡

𝑙

0

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ 𝜋𝐵𝜀,

𝑙 → ∞. 

𝜀-ის ნებისმიერობის გამო, ვღებულობთ: 

‖𝑇2‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) → 0, 𝑙 → ∞. 

(12) უტოლობაში ამის გათვალისწინებით, გვექნება: 

‖𝜂 ∙ 𝑆𝑙,𝑛
′ (𝑥; 𝑓) − 𝑓(𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
≤ (∫ |∫𝜓𝑥(𝑡)

cos(2𝑛 + 1)
𝜋𝑡
2𝑙

𝑡
𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ 𝑜(1)

= ‖𝑇1‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) + 𝑜(1), 𝑙 → ∞, 𝑛 → ∞,
𝑙

𝑛
→ 0. 

(13) 

ახლა, ‖𝑇1‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) წევრისთვის ლემა 6-ისა და მინკოვსკის უტოლობის ძალით გვექნება: 
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‖𝑇1‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) = (∫ |∫𝜓𝑥(𝑡)
cos(2𝑛 + 1)

𝜋𝑡
2𝑙

𝑡
𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

= (∫ |∫𝜓𝑥(𝑡) (
cos(2𝑛 + 1)

𝜋𝑡
2𝑙

𝑡
+
𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑛𝑡
𝑙

𝑡
−
𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑛𝑡
𝑙

𝑡
)𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ (∫ |∫
𝜓𝑥(𝑡)

𝑡
(cos(2𝑛 + 1)

𝜋𝑡

2𝑙
− 𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑛𝑡

𝑙
) 𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ (∫ |∫𝜓𝑥(𝑡)
𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑛𝑡
𝑙

𝑡
𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

 

≤
2𝜋

𝑙
(∫ [∫|𝜓𝑥(𝑡)|𝑑𝑡

𝑙

0

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ (∫ |∫𝜓𝑥(𝑡)
𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑛𝑡
𝑙

𝑡
𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

 

≤ 2𝜋𝜀 + (∫ |∫𝜓𝑥(𝑡)
𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑛𝑡
𝑙

𝑡
𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

, 𝑙 → ∞. 

შევნიშნოთ, რომ ∫ 𝜓𝑥(𝑡)
𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑛𝑡

𝑙

𝑡
𝑑𝑡

𝑙

𝜂
 გამოსახულებაში 𝑡 = 𝑦 + 𝜂 ცვლადის გარდაქმნით, 

ვღებულობთ: 

∫𝜓𝑥(𝑡)
𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑛𝑡
𝑙

𝑡
𝑑𝑡

𝑙

𝜂

= ∫ 𝜓𝑥(𝑡 + 𝜂)
𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑛(𝑡 + 𝜂)
𝑙

𝑡 + 𝜂
𝑑𝑡

𝑙−𝜂

0

= −∫ 𝜓𝑥(𝑡 + 𝜂)
𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑛𝑡
𝑙

𝑡 + 𝜂
𝑑𝑡

𝑙−𝜂

0

. 

ამის გათვალისწინებით და მინკოვსკის უტოლობის გამოყენებით, გვექნება: 

(∫ |∫𝜓𝑥(𝑡)
𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑛𝑡
𝑙

𝑡
𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

= (∫|−
1

2
∫ 𝜓𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑛𝑡
𝑙

𝑡 + 𝜂
𝑑𝑡

𝑙−𝜂

0

+
1

2
∫𝜓𝑥(𝑡)

𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑛𝑡
𝑙

𝑡
𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ (∫ |−
1

2
∫(

𝜓𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑡 + 𝜂
−
𝜓𝑥(𝑡)

𝑡
) 𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑛𝑡

𝑙
𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+(∫|
1

2
∫𝜓𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑛𝑡
𝑙

𝑡 + 𝜂
𝑑𝑡

𝜂

0

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+(∫|
1

2
∫ 𝜓𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑛𝑡
𝑙

𝑡 + 𝜂
𝑑𝑡

𝑙

𝑙−𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

. 

ახლა, (3) პირობის ძალით 
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(∫ |
1

2
∫𝜓𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑛𝑡
𝑙

𝑡 + 𝜂
𝑑𝑡

𝜂

0

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

= (∫|
1

2
∫𝜓𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑛(𝑡 + 𝜂)

𝑙
𝑡 + 𝜂

𝑑𝑡

𝜂

0

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
1

2
(∫[∫ |𝜓𝑥(𝑡)|

1

𝑡
𝑑𝑡

2𝜂

𝜂

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
1

2𝜂
(∫[∫ |𝜓𝑥(𝑡)|𝑑𝑡

2𝜂

0

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ 𝜀, 

  𝑙 → ∞, 𝑛 → ∞,
𝑙

𝑛
→ 0. 

ამასთანავე, 

(∫ |
1

2
∫𝜓𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑛𝑡
𝑙

𝑡 + 𝜂
𝑑𝑡

𝑙

𝑙−𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

= (∫|
1

2
∫ 𝜓𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑛(𝑡 + 𝜂)

𝑙
𝑡 + 𝜂

𝑑𝑡

𝑙

𝑙−𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

= (∫|
1

2
∫ 𝜓𝑥(𝑡)

𝑐𝑜𝑠
𝜋𝑛(𝑡)
𝑙

𝑡
𝑑𝑡

𝑙+𝜂

𝑙

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
1

2
(∫ |∫ |𝜓𝑥(𝑡)|

1

𝑡
𝑑𝑡

𝑙+𝜂

𝑙

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
1

2𝑙
(∫|∫ |𝜓𝑥(𝑡)|𝑑𝑡

𝑙+𝜂

𝑙

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
1

2𝑙
(∫|∫ |𝜓𝑥(𝑡)|𝑑𝑡

𝑙+𝜂

0

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

 

≤
(𝑙 + 𝜂)

2𝑙
𝜀 =

𝜀

2
+
𝜀

2𝑛
, 𝑙 → ∞. 

ამის გათვალისწინებით, (13) უტოლობაში გვექნება: 

‖𝜂 ∙ 𝑆𝑙,𝑛
′ (𝑥; 𝑓) − 𝑓(𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)

≤ (∫ |−
1

2
∫(

𝜓𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑡 + 𝜂
−
𝜓𝑥(𝑡)

𝑡
) 𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑛𝑡

𝑙
𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ 𝑜(1),

𝑙 → ∞, 𝑛 → ∞,
𝑙

𝑛
→ 0. 

(14) 

განვიხილოთ (14) უტოლობის მარჯვენა მხარის პირველი წევრი. მინკოვსკის 

უტოლობის ძალით, გვაქვს: 
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(∫|−
1

2
∫(

𝜓𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑡 + 𝜂
−
𝜓𝑥(𝑡)

𝑡
) 𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑛𝑡

𝑙
𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

= (∫|
1

2
∫(

𝜓𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑡 + 𝜂
+
𝜓𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑡
−
𝜓𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑡
−
𝜓𝑥(𝑡)

𝑡
) 𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑛𝑡

𝑙
𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ (∫|
1

2
∫(

𝜓𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑡 + 𝜂
−
𝜓𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑡
) 𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑛𝑡

𝑙
𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ (∫ |
1

2
∫ (

𝜓𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑡
−
𝜓𝑥(𝑡)

𝑡
) 𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑛𝑡

𝑙
𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

. 

მიღებული უტოლობის მარჯვენა მხარის პირველი წევრისთვის, ნაწილობითი 

ინტეგრების გამოყენებითა და მინკოვსკის უტოლობის ძალით, გვაქვს: 

(∫ |
1

2
∫(

𝜓𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑡 + 𝜂
−
𝜓𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑡
) 𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑛𝑡

𝑙
𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ (∫[
1

2
𝜂∫

|𝜓𝑥(𝑡 + 𝜂)|

𝑡(𝑡 + 𝜂)

𝑙

𝜂

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ (∫[
𝑙

2𝑛
∫
|𝜓𝑥(𝑡 + 𝜂)|

𝑡2

𝑙

𝜂

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

= (∫[
𝑙

2𝑛

𝛷𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑡2
|
𝜂

𝑙

+
𝑙

𝑛
∫
𝛷𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑡3

𝑙

𝜂

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

= (∫[(
𝑙

2𝑛

𝛷𝑥(𝑙 + 𝜂)

𝑙2
−
1

2𝑛

𝛷𝑥(2𝜂)

𝜂2
) +

𝑙

𝑛
∫
𝛷𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑡3

𝑙

𝜂

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ (∫ |
𝑙

2𝑛

𝛷𝑥(𝑙 + 𝜂)

𝑙2
−
𝑙

2𝑛

𝛷𝑥(2𝜂)

𝜂2
|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ (∫ |
𝑙

𝑛
∫
𝛷𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑡3

𝑙

𝜂

𝑑𝑡|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

. 

აქედან 
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(∫ |
𝑙

2𝑛

𝛷𝑥(𝑙 + 𝜂)

𝑙2
−
1

2𝑛

𝛷𝑥(2𝜂)

𝜂2
|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
1

2𝑛𝑙
(∫|𝛷𝑥(𝑙 + 𝜂)|

𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝑙

2𝑛𝜂2
(∫|𝛷𝑥(2𝜂)|

𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝜀

2𝑛𝑙
(𝑙 + 𝜂) +

𝜀

2𝑛𝑙
2𝜂 =

𝜀

2𝑛
+

𝜀

2𝑛2
+
𝜀

𝑛2
→ 0, 

  𝑙 → ∞, 𝑛 → ∞,
𝑙

𝑛
→ 0. 

ამასთანავე, 

(∫ |
𝑙

𝑛
∫
𝛷𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑡3

𝑙

𝜂

𝑑𝑡|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

= (∫[
𝑙

𝑛
∫
1

𝑡3
(∫ |𝜓𝑥(𝑢)|

𝑡+𝜂

0

𝑑𝑢)

𝑙

𝜂

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ (∫[
𝑙

𝑛
∫
1

𝑡3
(∫ |𝜓𝑥(𝑢)|

𝑡+𝜂

0

𝑑𝑢)

1

𝜂

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+(∫[
𝑙

𝑛
∫
1

𝑡3
(∫ |𝜓𝑥(𝑢)|

𝑡+𝜂

0

𝑑𝑢)

𝑙

1

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

. 

უკანასკნელი უტოლობის პირველი წევრისთვის, (3) პირობისა და მინკოვსკის 

უტოლობის ძალით, გვაქვს: 

(
𝑙

𝑛
∫ [∫

1

𝑡3
𝛷𝑥(𝑡 + 𝜂)

1

𝜂

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝑙

𝑛
(∫ [∫

1

𝑡3
𝛷𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝛿

𝜂

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝑙

𝑛
(∫ [∫

1

𝑡3
𝛷𝑥(𝑡 + 𝜂)

1

𝛿

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝑙

𝑛
∫ [∫ |

1

𝑡3
𝛷𝑥(𝑡 + 𝜂)|

𝑝
𝑏

𝑎

𝑑𝑥]

1
𝑝

𝑑𝑡

𝛿

𝜂

+
𝑙

𝑛𝛿3
(∫[∫𝛷𝑥(𝑡 + 𝜂)

1

𝛿

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝑙

𝑛
∫
1

𝑡3
[∫|𝛷𝑥(𝑡 + 𝜂)|

𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥]

1
𝑝

𝑑𝑡

𝛿

𝜂

+
𝑙

𝑛𝛿3
(∫[∫𝛷𝑥(𝑡 + 𝜂)

1

𝛿

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝜀𝑙

𝑛
∫
1

𝑡2
𝑑𝑡

𝛿

𝜂

+
𝜀𝑙𝜂

𝑛
∫
1

𝑡3
𝑑𝑡

𝛿

𝜂

+
𝑙

𝑛𝛿3
(∫[∫𝛷𝑥(𝑡 + 𝜂)

1

𝛿

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝜀𝑙

𝑛
(
1

𝜂
−
1

𝛿
) +

𝜀𝑙𝜂

𝑛
(
1

2𝜂2
−

1

2𝛿2
) +

𝑙

𝑛𝛿3
(∫[∫𝛷𝑥(𝑡 + 𝜂)

1

𝛿

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝
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≤ 𝜀 +
𝜀

2
+

𝑙

𝑛𝛿3
(∫[∫𝛷𝑥(𝑡 + 𝜂)

1

𝛿

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

, 𝑙 → ∞, 𝑛 → ∞,
𝑙

𝑛
→ 0. 

ახლა, რადგან 

(∫[∫𝛷𝑥(𝑡 + 𝜂)

1

𝛿

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

= (∫[∫ ∫ |𝜓𝑥(𝑢)|𝑑𝑢

𝑡+𝜂

0

1

𝛿

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ (∫[∫ |𝑓(𝑥 + 𝑢)|𝑑𝑢

1+𝜂

0

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+(∫[∫ |𝑓(𝑥 − 𝑢)|𝑑𝑢

1+𝜂

0

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+(∫[∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑢

1+𝜂

0

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ (∫[ ∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

𝑥+(1+𝜂)

𝑥

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+(∫[ ∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

𝑥

𝑥−(1+𝜂)

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ (1 + 𝜂)(∫|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ (∫[ ∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

𝑏+(1+𝜂)

𝑎

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ (∫[ ∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

𝑏

𝑎−(1+𝜂)

]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ (1 + 𝜂)(∫|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ (𝑏 − 𝑎)
1
𝑝(𝐶4

′ + 𝐶4
′′) + (1 + 𝜂)𝐶 ≤ 𝐶4 , 

  𝑙 → ∞, 𝑛 → ∞,
𝑙

𝑛
→ 0. 

მივიღებთ: 

𝑙

𝑛
(∫ [∫

1

𝑡3
𝛷𝑥(𝑡 + 𝜂)

1

𝜂

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤ 2𝜀 +
𝑙

𝑛

𝐶4
𝛿3
= 𝑜(1), 𝑙 → ∞, 𝑛 → ∞,

𝑙

𝑛
→ 0. 

(14) უტოლობაში ამის გათვალისწინებით, გვექნება: 
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‖𝜂 ∙ 𝑆𝑙,𝑛
′ (𝑥; 𝑓) − 𝑓(𝑥)‖

𝐿𝑝(𝑎,𝑏)

≤ (∫|
1

2
∫(

𝜓𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑡
−
𝜓𝑥(𝑡)

𝑡
) 𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑛𝑡

𝑙
𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ (∫[
𝑙

𝑛
∫
1

𝑡3
(∫ |𝜓𝑥(𝑢)|

𝑡+𝜂

0

𝑑𝑢)

𝑙

1

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+ 𝑜(1), 

  𝑙 → ∞, 𝑛 → ∞,
𝑙

𝑛
→ 0. 

(15) 

ახლა, რადგან (3) პირობის ძალით  ‖𝛷𝑥(𝑡)‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) = 𝑜(𝑡), როცა 𝑡 → ∞, არსებობს 𝑠 > 1 

ისეთი, რომ ‖𝛷𝑥(𝑡)‖𝐿𝑝(𝑎,𝑏) ≤ 𝜀𝑡, როცა 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 𝑙. ამის გათვალისწინებით და მინკოვსკის 

განზოგადებული უტოლობის ძალით, გვაქვს: 

(∫[
𝑙

𝑛
∫
1

𝑡3
(∫ |𝜓𝑥(𝑢)|

𝑡+𝜂

0

𝑑𝑢)

𝑙

1

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

=
𝑙

𝑛
(∫[∫

𝛷𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑡3

𝑠

1

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝑙

𝑛
(∫ [∫

𝛷𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑡3

𝑙

𝑠

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝑙

𝑛
(∫[∫𝛷𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑠

1

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝑙

𝑛
∫[∫ |

𝛷𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑡3
|

𝑝𝑏

𝑎

𝑑𝑥]

1
𝑝

𝑑𝑡

𝑙

𝑠

≤
𝑙

𝑛
(∫[∫ ∫ |𝜓𝑥(𝑢)|

𝑠+𝜂

0

𝑑𝑢

𝑠

1

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝑙

𝑛
∫
1

𝑡3
[∫|𝛷𝑥(𝑡 + 𝜂)|

𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥]

1
𝑝

𝑑𝑡

𝑙

𝑠

≤
𝑙

𝑛
(∫[(𝑠 − 1) ∫ |𝜓𝑥(𝑢)|

𝑠+𝜂

0

𝑑𝑢]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝑙

𝑛
(∫

𝜀(𝑡 + 𝜂)

𝑡3
𝑑𝑥

𝑙

𝑠

)

1
𝑝

≤
𝑠𝑙

𝑛
(∫[∫ 𝑓(𝑥 + 𝑢)

𝑠+𝜂

0

𝑑𝑢]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝑠𝑙

𝑛
(∫ [∫ 𝑓(𝑥 − 𝑢)

𝑠+𝜂

0

𝑑𝑢]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝑠𝑙

𝑛
(∫ [∫ 𝑓(𝑥)

𝑠+𝜂

0

𝑑𝑢]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝑙

𝑛
(∫

𝜀(𝑡 + 𝜂)

𝑡3
𝑑𝑥

𝑙

𝑠

)

1
𝑝

≤ 
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≤
𝑠𝑙

𝑛
(∫ [ ∫ |𝑓(𝑡)|

𝑠+𝑥+𝜂

1+𝑥+𝜂

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝑠𝑙

𝑛
(∫ [ ∫ |𝑓(𝑡)|

𝑥−(𝑥+𝜂)

𝑥−(𝑥+𝜂)

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝑠𝑙(𝑠 + 𝜂)

𝑛
(∫|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝜀𝑙

𝑛
(∫ [∫

1

𝑡2

𝑙

𝑠

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝜀𝑙2

𝑛2
(∫[∫

1

𝑡3

𝑙

𝑠

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝑠𝑙

𝑛
(∫ [ ∫ |𝑓(𝑡)|

𝑠+𝑏+𝜂

1+𝑎+𝜂

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝑠𝑙

𝑛
(∫[ ∫ |𝑓(𝑡)|

𝑏−(𝑎+𝜂)

𝑎−(𝑏+𝜂)

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝑠𝑙(𝑠 + 𝜂)

𝑛
(∫|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝜀𝑙

𝑛
(∫ [∫

1

𝑡2

𝑙

𝑠

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

+
𝜀𝑙2

𝑛2
(∫[∫

1

𝑡3

𝑙

𝑠

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
𝑠𝑙

𝑛
𝐶5
′ +

𝑠𝑙

𝑛
𝐶5
′′ +

𝑠𝑙(𝑠 + 𝜂)

𝑛
𝐶 +

𝜀𝑙

𝑛
(
1

𝑠
−
1

𝑙
) (𝑏 − 𝑎)

1
𝑝 +

𝜀𝑙2

2𝑛2
(
1

𝑠2
−
1

𝑙2
) (𝑏 − 𝑎)

1
𝑝

≤
𝑠𝑙

𝑛
𝐶5
′ +

𝑠𝑙

𝑛
𝐶5
′′ +

𝑠𝑙(𝑠 + 𝜂)

𝑛
𝐶 +

𝑙

𝑛

𝜀

𝑠
(𝑏 − 𝑎)

1
𝑝 +

𝜀𝑙2

2𝑛2
(𝑏 − 𝑎)

1
𝑝

𝑠2
→ 0, 

  𝑙 → ∞, 𝑛 → ∞,
𝑙

𝑛
→ 0. 

ამასთანავე, (4) პირობის ძალით  

(∫ |∫
|𝜓𝑥(𝑢 + ℎ) − 𝜓𝑥(𝑢)|

𝑢

𝑙

 𝜂

𝑑𝑢|

𝑏

𝑎

𝑝

𝑑𝑥)

1
𝑝

= 𝑜(1),         𝑙 → ∞. 

ხოლო 

(∫ |
1

2
∫(

𝜓𝑥(𝑡 + 𝜂)

𝑡
−
𝜓𝑥(𝑡)

𝑡
) 𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑛𝑡

𝑙
𝑑𝑡

𝑙

𝜂

|

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

≤
1

2
(∫ [∫ |

𝜓𝑥(𝑡 + 𝜂) − 𝜓𝑥(𝑡)

𝑡
|

𝑙

𝜂

𝑑𝑡]

𝑝

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝

, 

საიდანაც ვღებულობთ დასამტკიცებელს. 
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დასკვნა 

 ფუნქციათა 𝐸 კლასისათვის დამტკიცებულია ა. ზახაროვის თეორემის [3] ანალოგი 

დირიხლეს განზოგადებული ინტეგრალებისთვის 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏), 𝑝 ≥ 1, სივრცეში. 
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