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ანოტაცია 

 გამოყენებით მათემტიკაში ერთ-ერთი მნიშვნელოვანია პრაქტიკული ამოცანების 

მათემატიკური მოდელირება. ხოლო შემდეგ თანამედროვე პროგრამული პაკეტების 

საშუალებით მათი გამოკვლევა და რიცხვითი ამოხსნა. ამგვარ ამოცანებს მიეკუთვნება 

ელექტრომაგნიტური ველის დიფუზიის პროცესები ისეთ გარემოში, რომლის 

ელექტროგამტარობის კოეფიციენტიც არსებითად არის დამოკიდებული ტემპერატურაზე. ამ 

პროცესებს თან სდევს სითბოს გამოყოფა, რაც თავის მხრივ ცვლის გარემოს გამტარიანობას და 

გავლენას ახდენს დიფუზიის პროცესზე. 

აქ წარმოშობილი მოდელები არაწრფივია, რაც ართულებს მათთვის დასმული 

საწყის-სასაზღვრო ამოცანების შესწავლას. გარკვეულ დაშვებებში მაქსველის 

შესაბამისი განტოლებათა სისტემა შესაძლებელია რედუცირებულ იქნას არაწრფივ 

პარაბოლური ტიპის  ინტეგრო-დიფერენციალურ მოდელებზე. 

  სამაგისტრო ნაშრომში განხილულია მეოთხე რიგის ერთი არაწრფივი ინტეგრო- 

დიფერენციალური განტოლება და განტოლებათა სისტემა. მათთვის შესწავლილია საწყის-

სასაზღვრო ამოცანების ამონახსნების მდგრადობისა და ერთადერთობის საკითხები. 

სისტემისათვის აგებულია სხვაობიანი სქემა. ჩატარებულია რიცხვითი ექსპერიმენტები და 

მოყვანილია მიღებული შედეგების ანალიზი. 

 

  



3 
 

Abstract 

Mathematical modeling of practical problems and then investigation and numerical solution 

of those models, through modern programming packages, is one of the most important issues in 

applied mathematics. Such problems include electromagnetic field diffusion processes in a medium 

whose electrical conductivity coefficient essentially depends on temperature. These processes are 

accompanied by the release of heat, which in turn changes the permeability of the medium and 

affects the diffusion process. 

The models generated in the area are non-linear that makes it difficult to study the initial-

boundary problems posed to them. Under certain assumptions, the system of Maxwell's equations can 

be reduced to non-linear parabolic integro-differential models. 

In the master’s thesis one non-linear integro-differential equation of the fourth order and a 

system of equations are examined. For them, the issues of stability and uniqueness of solutions of initial-

boundary problems are studied. A difference scheme for the system is constructed. Numerical 

experiments are carried out and analysis of the obtained results is given. 
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შესავალი 

 მრავალი პროცესის მათემატიკური აღწერა ხორციელდება ინტეგრო-დიფერენცია-

ლური განტოლებებით (იხ. მაგალითად, [1, 3 – 6, 8 - 13, 15, 16, 19, 20, 22, 25 – 29] და მათში 

მოყვანილი ლიტერატურული მითითებები). მათი გამოკვლევა კერძოწარმოებულებიან 

განტოლებებზე შედარებით გვიან დაიწყო (იხ. მაგალითად, [2, 6, 7, 10, 13, 14, 17, 18, 22, 30, 31] 

და მათში მოყვანილი ლიტერატურული მითითებები).  

სხვადასხვა სახის არაწრფივი ინტეგრო-დიფერენციალური განტოლებები შეისწავლება 

მრავალ ნაშრომში (იხ. მაგალითად, (იხ. მაგალითად, [2, 6, 7, 10, 13, 14, 17, 18, 22, 30, 31] და 

მათში მოყვანილი ლიტერატურული მითითებები). განსახილველი ინტეგრო-

დიფერენციალური მოდელები პირველად შემოთავაზებულ იქნა [8] სტატიაში. აღნიშნული 

მოდელები წარმოიშვნენ რეალური დიფუზიური პროცესების აღწერისას [14], ასევე არაწრფი-

ვი პარაბოლური ტიპის ცნობილი განტოლებების განზოგადებისას, რომელთა შესწავლას 

მიეძღვნა მრავალი სამეცნიერო ნაშრომი (იხ. მაგალითად, [13, 17] და მათში მოყვანილი 

ლიტერატურული მითითებები). დასმული  განტოლებების და განტოლებათა სისტემების 

ძირითადი თავისებურება მდგომარეობს იმაში, რომ არაწრფივი კოეფიციენტები გვხვდება 

მაღალი რიგის წარმოებულებთან ერთად, რომლებიც დამოკიდებულია უცნობი ფუნქციებსა 

და მათი წარმოებულებიდან აღებულ ინტეგრალებზე სივრცითი და დროითი ცვლადების 

მიმართ. 

 სამაგისტრო ნაშრომის მიზანი იყო ინტეგრო-დიფერენციალური განტოლებათა 

მეოთხე რიგის ერთი არაწრფივი პარაბოლური ინტეგრო-დიფერენციალური განტოლებისა და 

განტოლებათა სისტემისთვის საწყის-სასაზღვრო ამოცანების განხილვა, მათთვის ამონახსნის 

მდგრადობისა და ერთადერთობის ჩვენება. სისტემისთვის სხვაობიანი სქემის აგება. მისი  

გამოყენებით რიცხვითი ექსპერიმენტების ჩატარება და მიღებული შედეგების ანალიზი. 

 პირველი თავის მიზანია გაგვაცნოს მეოთხე რიგის ერთი არაწრფივი პარაბოლური 

ინტეგრო-დიფერენციალური განტოლების საწყის-სასაზღვრო ამოცანა ამონახსნის 

მდგრადობა და ერთადერთობა. 

 მეორე თავში განხილულია მეოთხე რიგის ანალოგიური არაწრფივი პარაბოლური 

ინტეგრო-დიფერენციალური განტოლებათა სისტემის საწყის-სასაზღვრო ამოცანა. აქაც 

ნაჩვენებია ამოცანის  ამონახსნის მდგრადობა და ერთადერთობა. 
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 მესამე თავში აგებულია, მეორე თავში განხილული ამოცანის შესაბამისი, სხვაობიანი 

სქემა, ჩატარებულია რიცხვითი ექსპერიმენტები და ნაჩვენებია რიცხვითი ექსპერიმენტების 

შედეგები. 
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თავი І. მეოთხე რიგის ერთი არაწრფივი პარაბოლური ინტეგრო-

დიფერენციალური განტოლების საწყის-სასაზღვრო 

ამოცანისათვის ამონახსნის მდგრადობა და ერთადერთობა 
 

§1. მეოთხე რიგის განტოლების საწყის-სასაზღვრო ამოცანისათვის ამონახსნის 

მდგრადობა 
 

მართკუთხედში 𝑄𝑇 = [0,1] × [0, 𝑇], სადაც 𝑇 დადებითი რიცხვია, განვიხილოთ შემდე-

გი საწყის-სასაზღვრო ამოცანა: 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕2

𝜕𝑥2 {[1 + ∫ (
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2} = 𝑓(𝑥, 𝑡), (1.1.1) 
 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), (1.1.2) 
 

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0, (1.1.3) 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(0, 𝑡) =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(1, 𝑡) = 0. (1.1.4) 

სადაც  𝑓 და  𝑢0  მოცემული ფუნქციებია. 

ვაჩვენოთ რომ (1.1.1) – ( 1.1.4) ამოცანის ამონახსნი მდგრადია 𝑓(𝑥, 𝑡) მარჯვენა მხარის 

და 𝑢0(𝑥) საწყისი პირობის მიმართ. 

თუ გავამრავლებთ (1.1.1) განტოლებას  𝑢 ფუნქციაზე და ვაინტეგრებთ [0,1] შუალედზე, 

გვექნება  

∫
𝜕𝑢

𝜕𝑡
𝑢

1

0

𝑑𝑥 + ∫
𝜕2

𝜕𝑥2 {[1 + ∫ (
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2}

1

0

𝑢𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑢

1

0

𝑑𝑥. 

ტოლობის მარცხენა მხარის მეორე წევრისთვის გამოვიყენოთ ნაწილობითი 

ინტეგრების ფორმულა და (1.1.3) სასაზღვრო პირობა 

∫
𝜕2

𝜕𝑥2 {[1 + ∫ (
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2}

1

0

𝑢𝑑𝑥 

= (
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2} 𝑢)|

0

1
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− ∫
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2}
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥

1

0

 

=
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(1, 𝑡)} 𝑢(1, 𝑡) 

−
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(0, 𝑡)} 𝑢(0, 𝑡) 

− ∫
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2}
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥

1

0

 

= − ∫
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2}
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥.

1

0

 

გვექნება 

 

მიღებული ტოლობის მარცხენა მხარის მეორე შესაკრებისთვის კვლავ გამოვიყენოთ 

ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულა და (1.1.4) სასაზღვრო პირობა 

∫
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2}
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥 =

1

0

= (([1 + ∫ (
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
)|

0

1

− ∫ [1 + ∫ (
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

1

0

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑑𝑥

= [1 + ∫ (
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(1, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(1, 𝑡)

− [1 + ∫ (
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(0, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(0, 𝑡) − ∫ {[1 + ∫ (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2}
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑑𝑥

1

0

 

= ∫ {[1 + ∫ (
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2}
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑑𝑥

1

0

. 

1

2
∫

𝜕𝑢2

𝜕𝑡

1

0

𝑑𝑥 − ∫
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2}
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥

1

0

= ∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑢

1

0

𝑑𝑥 . 
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გვექნება 

 

მიღებულ ტოლობის მარცხენა მხარის მეორე შესაკრებში დადებითი წევრი  

 ∫ (
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2𝑡

0

𝑑𝜏 

უგულებელვყოთ და მარჯვენა მხარეში გამოვიყენოთ უმარტივესი 𝑎𝑏 ≤
1

2
𝑎2 +

1

2
𝑏2 

თანაფარდობა, მივიღებთ 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢‖2 + ∫ (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
)

2

𝑑𝑥

1

0

≤
1

2
∫ 𝑓2

1

0

𝑑𝑥 +
1

2
∫ 𝑢2

1

0

𝑑𝑥. 

პუანკარე-ფრიდრიხსის უტოლობის [] 

 

 

∫ 𝑢2𝑑𝑥

1

0

≤ ∫ (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)

2

𝑑𝑥

1

0

≤ ∫ (
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

𝑑𝑥

1

0

 

გამოყენებით გვექნება 

აქედან 

მიღებული უტოლობა ვაინტეგროთ 𝑡 ცვლადით და (1.1.4) საწყისი პირობის გათვალის-

წინებით გვექნება: 

 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢‖2 + ∫ {[1 + ∫ (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2}
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑑𝑥

1

0

= ∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑢

1

0

𝑑𝑥 . 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢‖2 + ∫ (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

𝑑𝑥

1

0

≤
1

2
∫ 𝑓2

1

0

𝑑𝑥 +
1

2
∫ (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

𝑑𝑥

1

0

. 

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢‖2 + ‖

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
‖

2

≤ ‖𝑓‖2. 

‖𝑢(𝑡)‖2 + ∫ ‖
𝜕2𝑢(𝜏)

𝜕𝑥2
‖

2

𝑑𝜏

𝑡

0

≤ ∫‖𝑓(𝜏)‖2𝑑𝜏 + ‖𝑢0‖2.

𝑡

0
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 თუ უტოლობის არაუარყოფით  წევრს 

∫ ‖
𝜕2𝑢(𝜏)

𝜕𝑥2
‖

2

𝑑𝜏

𝑡

0

 

უგულებელვყოფთ, მივიღებთ შეფასებას 

მიღებული შეფასება ამტკიცებს (1.1.1) - (1.1.4) ამოცანის ამონახსნის მდგრადობას 𝑓(𝑥, 𝑡) 

მარჯვენა მხარის და 𝑢0(𝑥) საწყისი პირობის მიმართ. 

 

§2.  მეოთხე რიგის განტოლების საწყის-სასაზღვრო ამოცანისათვის ამონახსნის 

ერთადერთობა  
 

სიბრტყის 𝑄𝑇 მართკუთხედში კვლავ განვიხილოთ (1.1.1) – (1.1.4) ამოცანა. 

ვაჩვენოთ (1.1.1) – (1.1.4) ამოცანის ამონახსნის ერთადერთობა. ვთქვათ 𝑢₁ და 𝑢₂ არის 

დასმული ამოცანის განსხვავებული ამონახსნები. 𝑤 = 𝑢1 − 𝑢2 -ისთვის გვექნება შემდეგი 

ამოცანა: 

 

𝜕𝑤

𝜕𝑡
+

𝜕2

𝜕𝑥2 {[1 + ∫ (
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
− [1 + ∫ (

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 } = 0, (1.2.1) 

𝑤(𝑥, 0) = 0, (1.2.2) 

𝑤(0, 𝑡) = 𝑤(1, 𝑡) = 0, (1.2.3) 

𝜕𝑤

𝜕𝑥
(0, 𝑡) =

𝜕𝑤

𝜕𝑥
(1, 𝑡) = 0. (1.2.4) 

თუ გავამრავლებთ (1.2.1) განტოლებას  𝑤 ფუნქციაზე და ვაინტეგრებთ [0,1] შუალედზე 

მივიღებთ 

∫
𝜕𝑤

𝜕𝑡
𝑤

1

0

𝑑𝑥 + ∫
𝜕2

𝜕𝑥2 {[1 + ∫ (
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
− [1 + ∫ (

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 } 𝑤𝑑𝑥 =

1

0

0 . 

მარცხენა მხარის მეორე შესაკრებში გამოვიყენოთ ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულა 

და (1.2.3)  სასაზღვრო პირობა 

‖𝑢(𝑡)‖2 ≤ ∫‖𝑓(𝜏)‖2𝑑𝜏 + ‖𝑢0‖2

𝑡

0

. 
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∫
𝜕2

𝜕𝑥2 {[1 + ∫ (
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
− [1 + ∫ (

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 } 𝑤𝑑𝑥

1

0

 

     = (
𝜕

𝜕𝑥
([1 + ∫ (

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
− [1 + ∫ (

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
) 𝑤)|

0

1

− ∫ (
𝜕

𝜕𝑥
[1 + ∫ (

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
− [1 + ∫ (

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏])
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2

1

0

𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝑑𝑥

=
𝜕

𝜕𝑥
([1 + ∫ (

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
(1, 𝑡)

− [1 + ∫ (
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
(1, 𝑡)) 𝑤(1, 𝑡)

−
𝜕

𝜕𝑥
([1 + ∫ (

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
(0, 𝑡)

− [1 + ∫ (
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
(0, 𝑡)) 𝑤(0, 𝑡)

− ∫
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ (

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
− [1 + ∫ (

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 }
𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝑑𝑥

1

0

= − ∫
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ (

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
− [1 + ∫ (

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 }
𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝑑𝑥.

1

0

 

გვექნება 

1

2
∫

𝜕𝑤2

𝜕𝑡

1

0

𝑑𝑥 − ∫
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ (

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
− [1 + ∫ (

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 }
𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝑑𝑥

1

0

= 0 . 

მარცხენა მხარის მეორე წევრისთის კვლავ გამოვიყენოთ ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულა 

და (1.2.4) სასაზღვრო  პირობა 
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∫
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ (

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
− [1 + ∫ (

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 }
𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝑑𝑥

1

0

= (([1 + ∫ (
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
− [1 + ∫ (

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
)

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)|

0

1

− ∫ ([1 + ∫ (
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
− [1 + ∫ (

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
)

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝑑𝑥

1

0

= ([1 + ∫ (
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
(1, 𝑡)

− [1 + ∫ (
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

𝜕𝑤

𝜕𝑥
(1, 𝑡)

− ([1 + ∫ (
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
(0, 𝑡)

− [1 + ∫ (
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

𝜕𝑤

𝜕𝑥
(0, 𝑡)

− ∫ {[1 + ∫ (
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
− [1 + ∫ (

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 }
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝑑𝑥

1

0

 

= − ∫ {[1 + ∫ (
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
− [1 + ∫ (

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 }
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝑑𝑥.

1

0

 

მივიღებთ 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤‖2 + ∫ {[1 + ∫ (

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
− [1 + ∫ (

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 }
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝑑𝑥

1

0

= 0. 

გვაქვს 

{[1 + ∫ (
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
− [1 + ∫ (

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 }
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
= 
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= (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 )

2

+ [∫ (
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
− ∫ (

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 ] ∙ [
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
−

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
]. 

ახლა გამოვიყენოთ შემდეგი უტოლობა 

(𝑐𝑎 − 𝑑𝑏)(𝑎 − 𝑏) ≥
1

2
(𝑐 − 𝑑)(𝑎2 − 𝑏2),             

სადაც: 

𝑐 = ∫ (
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏, 𝑎 =
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
,       𝑑 = ∫ (

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2𝑡

0

𝑑𝜏,        𝑏 =
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
 . 

არაუარყოფითი წევრი (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 )
2

უგულებელვყოთ და აღნიშნული უტოლობის გამოყენებით, 

მივიღებთ 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤‖2 +

1

2
∫ ∫ [(

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

− (
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

]

𝑡

0

𝑑𝜏 ∙ [(
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

− (
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

] 𝑑𝑥

1

0

≤ 0 . 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

𝜑(𝑥, 𝑡) = ∫ [(
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

− (
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

]

𝑡

0

𝑑𝜏, 

რომლის საშუალებითაც ბოლო უტოლობა გადაიწერება შემდეგი სახით 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤‖2 +

1

4

𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝜑2

1

0

𝑑𝑥 ≤ 0.  

მიღებული  ვაინტეგროთ  t  ცვლადით:  

∫
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤‖2

𝑡

0

+ ∫
1

2

𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝜑2

1

0

𝑑𝑥

𝑡

0

≤ 0. 

‖𝑤‖2(𝑡) − ‖𝑤‖2(0) +
1

2
∫ 𝜑2

1

0

𝑑𝑥 −
1

2
∫ 𝜑2(𝑥, 0)

1

0

𝑑𝑥 ≤ 0. 

‖𝑤‖2(𝑡) +
1

2
∫ 𝜑2

1

0

𝑑𝑥 ≤ 0. 

უკანასკნელი უტოლობიდან ვღებულობთ შეფასებას: 

‖𝑤‖2 ≤ 0     ე.ი.     ‖𝑤‖ = 0.   

რაც ამტკიცებს დასმული ამოცანის ამონახსნის ერთადერთობას. 
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თავი ІІ. მეოთხე რიგის ერთი არაწრფივი პარაბოლური  

ინტეგრო-დიფერენციალური განტოლებათა სისტემის საწყის-

სასაზღვრო ამოცანისათვის ამონახსნის მდგრადობა და 

ერთადერთობა 
 

§1. მეოთხე რიგის განტოლებათა სისტემის საწყის-სასაზღვრო ამოცანისათვის 

ამონახსნის მდგრადობა 
 

მართკუთხედში 𝑄𝑇  განვიხილოთ შემდეგი საწყის-სასაზღვრო ამოცანა: 

  

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕2

𝜕𝑥2 {[1 + ∫ ((
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2} = 𝑓(𝑥, 𝑡) (2.1.1) 

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+

𝜕2

𝜕𝑥2 {[1 + ∫ ((
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2} = 𝑔(𝑥, 𝑡), (2.1.2) 

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0, (2.1.3) 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(0, 𝑡) =

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(1, 𝑡) = 0, (2.1.4) 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥).  (2.1.5) 

𝑣(0, 𝑡) = 𝑣(1, 𝑡) = 0, (2.1.6) 

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
(0, 𝑡) =

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
(1, 𝑡) = 0, (2.1.7) 

𝑣(𝑥, 0) = 𝑣0(𝑥).  (2.1.8) 

სადაც  𝑓, 𝑔, 𝑢0  და 𝑣0  თავიანთი არგუმენტების მოცემული ფუნქციებია. 

მივიღოთ (2.1.1) განტოლებისათვის შეფასება 𝑓(𝑥, 𝑡) მარჯვენა მხარის და 𝑢0(𝑥) საწყისი 

პირობის მიმართ. გავამრავლოთ (2.1.1) განტოლება  𝑢 ფუნქციაზე და ვაინტეგროთ [0,1] 

შუალედზე 

∫
𝜕𝑢

𝜕𝑡
𝑢

1

0

𝑑𝑥 + ∫
𝜕2

𝜕𝑥2 {[1 + ∫ ((
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2}

1

0

𝑢𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑢

1

0

𝑑𝑥, 
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გამოვიყენოთ მარცხენა მხარის მეორე შესაკრებში ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულა 

და (2.1.3) სასაზღვრო პირობა 

∫
𝜕2

𝜕𝑥2 {[1 + ∫ ((
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2}

1

0

𝑢𝑑𝑥

= (
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2} 𝑢)|

0

1

− ∫
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2}
𝜕𝑢

𝜕𝑥

1

0

𝑑𝑥

=
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(1, 𝑡)} 𝑢(1, 𝑡)

−
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(0, 𝑡)} 𝑢(0, 𝑡)

− ∫
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2}
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥

1

0

= − ∫
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2}
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥.

1

0

 

მივიღებთ 

 კვლავ გამოვიყენოთ მარცხენა მხარის მეორე შესაკრებში ნაწილობითი ინტეგრების 

ფორმულა და (2.1.4) სასაზღვრო პირობა 

∫
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2}
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥

1

0

= (([1 + ∫ ((
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
)|

0

1

 

 

1

2
∫

𝜕𝑢2

𝜕𝑡

1

0

𝑑𝑥 − ∫
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2}
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥

1

0

= ∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑢

1

0

𝑑𝑥 . 
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− ∫ {[1 + ∫ ((
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2}
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

1

0

𝑑𝑥

= ([1 + ∫ ((
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(1, 𝑡))

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(1, 𝑡)

− ([1 + ∫ ((
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(0, 𝑡))

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(0, 𝑡)

− ∫ {[1 + ∫ ((
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2}
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑑𝑥

1

0

= − ∫ {[1 + ∫ ((
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2}
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑑𝑥.

1

0

 

 მივიღებთ 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢‖2 + ∫ {[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2}
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑑𝑥

1

0

= ∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑢

1

0

𝑑𝑥 . 

 თუ მიღებული ტოლობის მარცხენა მხარის მეორე შესაკრებში არაუარყოფით წევრს 

∫ ((
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏, 

უგულვებელვყოფთ, ხოლო მარჯვენა მხარისთვის გამოვიყენებთ 𝑎𝑏 ≤
1

2
𝑎2 +

1

2
𝑏2 

თანაფარდობას  მივიღებთ: 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢‖2 + ∫ (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

𝑑𝑥

1

0

≤
1

2
∫ 𝑓2

1

0

𝑑𝑥 +
1

2
∫ 𝑢2

1

0

𝑑𝑥.  

 პუანკარე-ფრიდრიხსის უტოლობის [6] 

∫ 𝑢2𝑑𝑥

1

0

≤ ∫ (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)

2

𝑑𝑥

1

0

≤ ∫ (
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

𝑑𝑥

1

0

 

გამოყენებით გვექნება 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢‖2 + ∫ (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

𝑑𝑥

1

0

≤
1

2
∫ 𝑓2

1

0

𝑑𝑥 +
1

2
∫ (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

𝑑𝑥

1

0

. 
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აქედან 

 მიღებული უტოლობის 𝑡 ცვლადით ინტეგრებით და  (2.1.5) საწყისი პირობის 

გათვალისწინებით გვექნება 

‖𝑢(𝑡)‖2 + ∫ ‖
𝜕2𝑢(𝜏)

𝜕𝑥2
‖

2

𝑑𝜏

𝑡

0

≤ ∫‖𝑓(𝜏)‖2𝑑𝜏 + ‖𝑢0‖2.

𝑡

0

 

 მიღებული უტოლობის მარცხენა მხარის მეორე შესაკრები არაუარყოფითი სიდიდეა 

და თუ მას უგულვებელვყოფთ მივიღებთ შეფასებას 

‖𝑢(𝑡)‖2 ≤ ∫‖𝑓(𝜏)‖2𝑑𝜏 + ‖𝑢0‖2

𝑡

0

. 

 რაც ნიშნავს პირველი განტოლების ამონახსნის მდგრადობას 𝑓(𝑥, 𝑡) მარჯვენა მხრის და 

𝑢0(𝑥) საწყისი პირობის მიმართ. 

ახლა  ჩავატაროთ ანალოგიური ოპერაციები (2.1.2) განტოლებისთვის. 

გავამრავლოთ (2.1.2) განტოლება  𝑣 ფუნქციაზე და ვაინტეგროთ [0,1] შუალედზე 

∫
𝜕𝑣

𝜕𝑡

1

0

𝑣𝑑𝑥 + ∫
𝜕2

𝜕𝑥2 {[1 + ∫ ((
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2}

1

0

𝑣𝑑𝑥 = ∫ 𝑔(𝑥, 𝑡)

1

0

𝑣𝑑𝑥. 

გამოვიყენოთ მარცხენა მხარის მეორე შესაკრებში ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულა 

და (2.1.6) სასაზღვრო პირობა  

∫
𝜕2

𝜕𝑥2 {[1 + ∫ ((
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2}

1

0

𝑣𝑑𝑥

= (
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2} 𝑣)|

0

1

− ∫
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2}
𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑑𝑥

1

0

=
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(1, 𝑡)} 𝑣(1, 𝑡) 

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢‖2 + ‖

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
‖

2

≤ ‖𝑓‖2. 
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                −
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(0, 𝑡)} 𝑣(0, 𝑡)

− ∫
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2}
𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑑𝑥

1

0

= − ∫
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2}
𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑑𝑥.

1

0

 

მივიღებთ 

1

2
∫

𝜕𝑣2

𝜕𝑡

1

0

𝑑𝑥 − ∫
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2}
𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑑𝑥

1

0

= ∫ 𝑔(𝑥, 𝑡)

1

0

𝑣𝑑𝑥 . 

 კვლავ გამოვიყენოთ მარცხენა მხარის მეორე შესაკრებში ნაწილობითი ინტეგრების 

ფორმულა და (2.1.7) სასაზღვრო პირობა 

∫
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2}
𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑑𝑥

1

0

= (([1 + ∫ ((
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
)

𝜕𝑣

𝜕𝑥
)|

0

1

− ∫ {[1 + ∫ ((
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2}
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
𝑑𝑥

1

0

= ([1 + ∫ ((
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕𝑣

𝜕𝑥
(1, 𝑡))

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
(1, 𝑡)

− ([1 + ∫ ((
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕𝑣

𝜕𝑥
(0, 𝑡))

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
(0, 𝑡)

− ∫ {[1 + ∫ ((
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2}
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
𝑑𝑥

1

0

= − ∫ {[1 + ∫ ((
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2}
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
𝑑𝑥.

1

0
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 მივიღებთ 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑣‖2 + ∫ {[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2}
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
𝑑𝑥

1

0

= ∫ 𝑔(𝑥, 𝑡)

1

0

𝑣𝑑𝑥 . 

 თუ მიღებული ტოლობის მარცხენა მხარის მეორე შესაკრებში არაუარყოფით წევრს 

∫ ((
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)

2

+ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏 

უგულებელვყოფთ, ხოლო მარჯვენა მხარისთვის გამოვიყენებთ 𝑎𝑏 ≤
1

2
𝑎2 +

1

2
𝑏2 უტოლობას,  

მივიღებთ 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑣‖2 + ∫ (

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

𝑑𝑥

1

0

≤
1

2
∫ 𝑔2

1

0

𝑑𝑥 +
1

2
∫ 𝑣2

1

0

𝑑𝑥.                      

პუანკარე-ფრიდრიხსის უტოლობის [6] 

∫ 𝑣2𝑑𝑥

1

0

≤ ∫ (
𝜕𝑣

𝜕𝑥
)

2

𝑑𝑥

1

0

≤ ∫ (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

𝑑𝑥

1

0

, 

გამოყენებით გვექნება 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑣‖2 + ∫ (

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

𝑑𝑥

1

0

≤
1

2
∫ 𝑔2

1

0

𝑑𝑥 +
1

2
∫ (

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2)

2

𝑑𝑥

1

0

, 

აქედან 

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑣‖2 + ‖

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
‖

2

≤ ‖𝑔‖2. 

 მიღებული უტოლობის 𝑡 ცვლადით ინტეგრებით და (2.1.8) საწყისი პირობის 

გათვალისწინებით გვექნება 

‖𝑣(𝑡)‖2 + ∫ ‖
𝜕2𝑣(𝜏)

𝜕𝑥2
‖

2

𝑑𝜏

𝑡

0

≤ ∫‖𝑔(𝜏)‖2𝑑𝜏 + ‖𝑣0‖2.

𝑡

0

 

 მიღებული უტოლობის მარცხენა მხარეში მეორე შესაკრები არაუარყოფითი სიდიდეა 

და თუ მას უგულვებელვყოფთ მივიღებთ შეფასებას 

‖𝑣(𝑡)‖2 ≤ ∫‖𝑔(𝜏)‖2𝑑𝜏 + ‖𝑣0‖2

𝑡

0

. 

 რაც ნიშნავს (2.1.2) განტოლების ამონახსნის მდგრადობას 𝑔(𝑥, 𝑡) მარჯვენა მხარის და 

𝑣0(𝑥) საწყისი პირობის მიმართ. მაშასადამე,  (2.1.1) − (2.1.8) ამოცანის ამონახსნი მდგრადია. 
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§2. მეოთხე რიგის განტოლებათა სისტემის საწყის-სასაზღვრო ამოცანისათვის 

ამონახსნის ერთადერთობა 

 

ახლა ვაჩვენოთ რომ თუ (2.1.1) – (2.1.8) ამოცანას აქვს ამონახსნი ის ერთადერთია. 

ვთქვათ 𝑢₁, 𝑢₂ და  𝑣1,  𝑣2  მოცემული ამოცანის განსხვავებული ამონახნსებია.  𝑤 = 𝑢1 −  𝑢2 და  

z =𝑣1-𝑣2-სთვის გვექნება: 

𝜕𝑤

𝜕𝑡
+

𝜕2

𝜕𝑥2 {[1 + ∫ ((
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 } = 0, 

(2.2.1) 

𝜕z

𝜕𝑡
+

𝜕2

𝜕𝑥2 {[1 + ∫ ((
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

)

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 } = 0, 

(2.2.2) 

𝑤(0, 𝑡) = 𝑤(1, 𝑡) = 0, (2.2.3) 

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
(0, 𝑡) =

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
(1, 𝑡) = 0 (2.2.4) 

𝑤(𝑥, 0) = 0, (2.2.5) 

𝑧(0, 𝑡) = 𝑧(1, 𝑡) = 0, (2.2.6) 

𝜕2z

𝜕𝑥2
(0, 𝑡) =

𝜕2z

𝜕𝑥2
(1, 𝑡) = 0, (2.2.7) 

z(𝑥, 0) = 0. (2.2.8) 

გავამრავლოთ (2.2.1) განტოლება  𝑤 ფუნქციაზე და ვაინტეგროთ [0,1] შუალედზე 

∫
𝜕𝑤

𝜕𝑡
𝑤

1

0

+ ∫
𝜕2

𝜕𝑥2 {[1 + ∫ ((
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2

1

0

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 } 𝑤𝑑𝑥 = 0, 
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გამოვიყენოთ მარცხენა მხარის მეორე შესაკრებში ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულა 

და (2.2.3)  სასაზღვრო პირობა 

      ∫
𝜕2

𝜕𝑥2 {[1 + ∫ ((
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
− [1 + ∫ ((

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 }

1

0

𝑤𝑑𝑥

= (
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 } 𝑤)|

0

1

− ∫ (
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2

1

0

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 })
𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝑑𝑥

=
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
(1, 𝑡)

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
(1, 𝑡)} 𝑤(1, 𝑡)

−
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
(0, 𝑡)

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
(0, 𝑡)} 𝑤(0, 𝑡)

− ∫ (
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2

1

0

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 })
𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝑑𝑥 
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= − ∫ (
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
                               

1

0

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 })
𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝑑𝑥. 

 მივიღებთ 

1

2
∫

𝜕𝑤2

𝜕𝑡

1

0

𝑑𝑥 − ∫
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2

1

0

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 }
𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝑑𝑥 = 0 . 

 კვლავ გამოვიყენოთ მარცხენა მხარის მეორე შესაკრებში ნაწილობითი ინტეგრების 

ფორმულა და (2.2.4)  სასაზღვრო პირობა 

        ∫
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2

1

0

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 }
𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝑑𝑥           

= (([1 + ∫ ((
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)|

0

1

− ∫ ([1 + ∫ ((
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2

1

0

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
)

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝑑𝑥

= ([1 + ∫ ((
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕𝑤

𝜕𝑥
(1, 𝑡))

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
(1, 𝑡)

− ([1 + ∫ ((
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕𝑤

𝜕𝑥
(0, 𝑡))

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
(0, 𝑡) 
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− ∫ {[1 + ∫ ((
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
                                

1

0

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 }
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝑑𝑥

= ∫ {[1 + ∫ ((
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2

1

0

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 }
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝑑𝑥. 

 

 მივიღებთ 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤‖2 + ∫ {[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2

1

0

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 }
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝑑𝑥 = 0 . 

(2.2.9) 

გვაქვს 

{[1 + ∫ ((
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
− [1 + ∫ ((

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 }
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 )

2

+ [∫ ((
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
− ∫ ((

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 ]

× [
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
−

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
]. 

ახლა კვლავ გამოვიყენოთ მარტივად შესამოწმებელი უტოლობა: 

(𝑐𝑎 − 𝑑𝑏)(𝑎 − 𝑏) ≥
1

2
(𝑐 − 𝑑)(𝑎2 − 𝑏2),             

სადაც ჩვენი ამოცანისთვის: 

     𝑎 =
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
,              𝑏 =

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
,                

𝑐 = ∫ ((
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏,    𝑑 = ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏. 
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 თუ არაუარყოფით წევრს (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 )
2

უგულებელვყოფთ და გამოვიყენებთ ზემოხსენებულ 

უტოლობას (2.2.9)-დან მივიღებთ: 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤‖2 +

1

2
∫ ∫ [(

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

− (
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

− (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

]

𝑡

0

𝑑𝜏

1

0

× [(
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

− (
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

] 𝑑𝑥 ≤ 0 . 

(2.2.10) 

 ახლა, გავამრავლოთ (2.2.2) განტოლება z ფუნქციაზე და ვაინტეგროთ [0,1] 

შუალედზე 

∫
𝜕z

𝜕𝑡

1

0

z + ∫
𝜕2

𝜕𝑥2 {[1 + ∫ ((
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2

1

0

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 } z𝑑𝑥 = 0, 

გამოვიყენოთ მარცხენა მხარის მეორე შესაკრებში ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულა 

და (2.2.6)  სასაზღვრო პირობა  

       ∫
𝜕2

𝜕𝑥2 {[1 + ∫ ((
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2
− [1 + ∫ ((

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 }

1

0

𝑧𝑑𝑥

= (
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 } 𝑧)|

0

1

− ∫ (
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2

1

0

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 })
𝜕𝑧

𝜕𝑥
𝑑𝑥 
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= (
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2
(1, 𝑡)        

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2
(1, 𝑡)}) 𝑧(1, 𝑡)

− (
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2
(0, 𝑡)

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2
(0, 𝑡)}) 𝑧(0, 𝑡)

− ∫ (
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2

1

0

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 })
𝜕𝑧

𝜕𝑥
𝑑𝑥 =

− ∫ (
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝒕

𝟎

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2

1

0

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

𝟐

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

𝟐

) 

𝒕

𝟎

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 })
𝜕𝑧

𝜕𝑥
𝑑𝑥. 

მივიღებთ 

1

2
∫

𝜕𝑧2

𝜕𝑡

1

0

𝑑𝑥 − ∫
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2

1

0

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 }
𝜕𝑧

𝜕𝑥
𝑑𝑥 = 0 . 

 კვლავ გამოვიყენოთ მარცხენა მხარის მეორე შესაკრებში ნაწილობითი ინტეგრების 

ფორმულა და (2.2.7)  სასაზღვრო პირობა  
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       ∫
𝜕

𝜕𝑥
{[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2

1

0

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 }
𝜕𝑧

𝜕𝑥
𝑑𝑥         

= (([1 + ∫ ((
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
)

𝜕𝑧

𝜕𝑥
)|

0

1

             

− ∫ ([1 + ∫ ((
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2

1

0

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2
)

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
𝑑𝑥

= ([1 + ∫ ((
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2
(1, 𝑡))

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕𝑧

𝜕𝑥
(1, 𝑡))

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
(1, 𝑡)

− ([1 + ∫ ((
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2
(0, 𝑡))

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕𝑧

𝜕𝑥
(0, 𝑡))

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
(0, 𝑡)

− ∫ {[1 + ∫ ((
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2

1

0

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 }
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
𝑑𝑥                 

= − ∫ {[1 + ∫ ((
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2

1

0

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 }
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
𝑑𝑥. 
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 მივიღებთ 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖z‖2 + ∫ {[1 + ∫ ((

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2

1

0

− [1 + ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 }
𝜕2z

𝜕𝑥2
𝑑𝑥 = 0 .     

(2.2.11) 

გვაქვს: 

{[1 + ∫ ((
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2
− [1 + ∫ ((

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏]
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 }
𝜕2z

𝜕𝑥2
 

= (
𝜕2z

𝜕𝑥2)

2

+ [∫ ((
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2
− ∫ ((

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 ]

× [
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2
−

𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2
]. 

ახლა კვლავ გამოვიყენოთ მარტივად შესამოწმებელი უტოლობა 

(𝑐𝑎 − 𝑑𝑏)(𝑎 − 𝑏) ≥
1

2
(𝑐 − 𝑑)(𝑎2 − 𝑏2),             

სადაც: 

𝑎 =
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2
 ,             𝑏 =

𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2
 ,      

 𝑐 = ∫ ((
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏, 𝑑 = ∫ ((
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

) 

𝑡

0

𝑑𝜏 . 

 თუ არაუარყოფით წევრს (
𝜕2z

𝜕𝑥2)
2

უგულებელვყოფთ და გამოვიყენებთ ზემოთხსენებულ 

უტოლობას, (2.2.11)-დან მივიღებთ 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖z‖2 +

1

2
∫ ∫ [(

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

− (
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

− (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

]

𝑡

0

𝑑𝜏

1

0

× [(
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

− (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

] 𝑑𝑥 ≤ 0 . 

(2.2.12) 

შევკრიბოთ (2.2.10) და (2.2.12) უტოლობები: 
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1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖z‖2 +

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤‖2

+
1

2
∫ ∫ [(

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

− (
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

− (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

]

𝑡

0

𝑑𝜏

1

0

× [(
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

− (
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

− (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

] 𝑑𝑥 ≤ 0 

შემოვიღოთ აღნიშვნა: 

𝜑(𝑥, 𝑡) = ∫ [(
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 )

2

− (
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2 )

2

+ (
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 )

2

− (
𝜕2𝑣2

𝜕𝑥2 )

2

]

𝑡

0

𝑑𝜏 

მივიღებთ: 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖z‖2 +

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤‖2 +

1

4

𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝜑2

1

0

𝑑𝑥 ≤ 0. 

 𝑡 ცვლადით ინტეგრების შემდეგ ცხადია, ამ უტოლობაში მესამე შესაკრები 

არაუარყოფით წევრს გვაძლევს, და თუ მას უგულვებელვყოფთ, მაშინ (2.2.5) და (2.2.8) საწყისი 

პირობის გათვალისწინებით გვექნება: 

‖𝑤‖2 + ‖z‖2 ≤ 0     ე.ი.     ‖𝑤‖ = 0,  ‖z‖ = 0. 

რაც ამტკიცებს დასმული ამოცანის ამონახსნის ერთადერთობას. 

თავი ІІІ. სხვაობიანი სქემა, რიცხვითი ექსპერიმენტების 

შედეგები და გრაფიკული ილუსტრაციები 

§1. მეოთხე რიგის განტოლებათა სისტემის საწყის-სასაზღვრო ამოცანის 

შესაბამისი სხვაობიანი სქემა  

  

 ცნობილი მიდგომების გამოყენებით (იხ. მაგალითად, [24] და მასში მოცემული 

ლიტერატურული მითითებები) და [9], [10], [12] ნაშომებზე დაყრდნობით ამ პარაგრაფში 

აგებულია მეორე თავის მეორე პარაგრაფში შესწავლილი ამოცანის შესაბამისი სასრულ-

სხვაობიანი სქემა. შემდეგ კი ცნობილი იტერაციული პროცედურის [23] გამოყენებით 

აგებულია გამოთვლითი ალგორითმი და ჩატარებულია შესაბამისი რიცხვითი 

ექსპერიმენტები.  

დავყოთ [0,1] შუალედი 𝑀, ხოლო [0, 𝑇] შუალედი 𝑁 ტოლ ნაწილად, მოვახდინოთ 𝑄𝑇 

არის დისკრეტიზაცია და შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 
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ℎ = 1 𝑀⁄ , 𝑥𝑖 = 𝑖ℎ, 𝜏 = 𝑇 𝑁⁄ , 𝑡𝑗 = 𝑗𝜏, 

𝑢𝑖
𝑗

= 𝑢(𝑥𝑖 , 𝑡𝑗), 

�̅�ℎ = {𝑥𝑖, 𝑖 = 0,1, … , 𝑀}, 𝜔𝜏 = {𝑡𝑗 = 𝑗𝜏, 𝑗 = 0,1, … , 𝑁},   

𝜔ℎ𝜏 = �̅�ℎ × 𝜔𝜏. 

ინტეგრალის აპროქსიმაციისათვის გამოვიყენოთ მარჯვენა მართკუთხედების კვადრა-

ტურული ფორმულა და (2.1.1)-(2.1.8) ამოცანისთვის განვიხილოთ შემდეგი არაცხადი სხვაო-

ბიანი სქემა: 

𝑦𝑡,𝑖
𝑗

+ {(1 + 𝜏 ∑ [(𝑦�̅�𝑥,𝑖
𝑘 )

2
+ (𝑧�̅�𝑥,𝑖

𝑘 )
2

]

𝑗+1

𝑘=1

) 𝑦�̅�𝑥,𝑖
𝑗+1

}

�̅�𝑥,𝑖

= 𝑓𝑖
𝑗+1

, 

𝑧𝑡,𝑖
𝑗

+ {(1 + 𝜏 ∑ [(𝑦�̅�𝑥,𝑖
𝑘 )

2
+ (𝑧�̅�𝑥,𝑖

𝑘 )
2

]

𝑗+1

𝑘=1

) 𝑧�̅�𝑥,𝑖
𝑗+1

}

�̅�𝑥,𝑖

= 𝑔𝑖
𝑗+1

, 

𝑖 = 2,3 … , 𝑀 − 2, 𝑗 = 0,1, … , 𝑁 − 1, 

𝑦0
𝑗

= 𝑦𝑀
𝑗

= 0, 𝑗 = 0,1, … , 𝑁, 

𝑧0
𝑗

= 𝑧𝑀
𝑗

= 0, 𝑗 = 0,1, … , 𝑁, 

𝑦�̅�𝑥,1
𝑗

= 𝑦�̅�𝑥,𝑀−1
𝑗

= 0, 

𝑧�̅�𝑥,1
𝑗

= 𝑧�̅�𝑥,𝑀−1
𝑗

= 0, 

𝑦𝑖
0 = 𝑢0,𝑖, 𝑖 = 0,1, … , 𝑀, 

𝑧𝑖
0 = 𝑣0,𝑖, 𝑖 = 0,1, … , 𝑀. 

 

§2. რიცხვითი ექსპერიმენტების შედეგები და გრაფიკული ილუსტრაციები 

 

 რიცხვითი ექსპერიმენტებისთვის, რომლებიც ჩატარებულია სხვადასხვა 𝑢0, 𝑣0 

ფუნქციებისთვის და ზუსტი ამონახსნებისთვის, გამოყენებულია შესატყვისი 𝑓, 𝑔 მარჯვენა 

მხარეებიანი (2.1.1)-(2.1.8) ამოცანის შესაბამისი, წინა  პარაგრაფში მოყვანილი, სხვაობიანი 

სქემა. 
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 დისკრეტული  სქემის გამოყენებით ჩატარებულია მრავალი რიცხვითი ექსპერიმენტი. 

მიღებული ექსპერიმენტების შედეგები სრულ შესაბამისობაშია თეორიულ კვლევებთან. 

ქვემოთ მოყვანილია ზოგიერთი მათგანი. 

ტესტურ ექსპერიმენტში ჩვენ შევარჩიეთ მარჯვენა მხარე ისე, რომ ზუსტი ამონახსნი 

იყოს: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = (𝑥(1 − 𝑥))
2

(1 + 𝑡2), 

𝑣(𝑥, 𝑡) = (𝑥(1 − 𝑥))
2

(1 + 𝑡 + 𝑡2), 

საწყისი პირობებია 

𝑢0(𝑥) = (𝑥(1 − 𝑥))
2

, 

𝑣0(𝑥) = (𝑥(1 − 𝑥))
2

. 

პარამეტრების მნიშვნელობები შემდეგია: 𝑀 = 20 და 𝑁 = 1000. ნახაზებზე 

მოცემულია ზუსტი და მიახლოებითი ამონახსნები და სხვაობები, დროის სხვადასხვა 

მომენტისთვის. 
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დასკვნა 
 სამაგისტრო ნაშრომის პირველ თავში  განხილულია მეოთხე რიგის ერთი არაწრფივი 

პარაბოლური ინტეგრო-დიფერენციალური განტოლების საწყის-სასაზღვრო ამოცანა, 

განხილულია მისი მდგრადობისა და ერთადერთობის საკითხები. ეს ამოცანა პირველად 

შესწავლილ იქნა [3] ნაშრომში. 

 მეორე თავში მეოთხე რიგის არაწრფივი პარაბოლური ინტეგრო-დიფერენციალური 

განტოლებათა ანალოგიური სისტემის საწყის-სასაზღვრო ამოცანისათვის კვლავ ნაჩვენებია 

ამონახსნის მდგრადობა და ერთადერთობა. ეს ამოცანა შესწავლილია მოცემული სამაგისტრო 

ნაშრომის ავტორის მიერ გამოსაქვეყნებლად გადაცემულ  სტატიაში [21] და შესაბამისი 

მოხსენება გაკეთებული იქნა ი,ვეკუას სახელობის გამოყენებითი მათემატიკის ინსტიტუტის 

სემინარის გაფართოებულ სხდომებზე.  

 მესამე თავში (2.1.1-2.1.8) ამოცანისთვის აგებულია სხვაობიანი სქემა. ამ სქემის 

გამოყენებით ჩატარებულია რიცხვითი გამოთვლები, მოყვანილია ჩატარებული რიცხვითი 

ექსპერიმენტების ილუსტრაციები და მიღებული შედეგების ანალიზი.  
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დანართი 

დანართში მოცემულია პროგრამული კოდები, რომელთა  საშუალებითაც 

ჩატარებულია რიცხვითი ექსპერიმენტები. ეს კოდები განკუთვნილია მეთხე რიგის არაწრფივი 

ინტეგრო-დიფერენციალური განტოლებათა სისტემის შესაბამისი სხვაობიანი სქემისთვის, 

რომელიც ნაჩვენებია მესამე თავის პირველ პარაგრაფში. 

 

პროგრამული პაკეტი 
რიცხვითი გათვლები გაკეთებულია С++-ის გამოყენებით რომლისთვისაც გამოიყენება 

Studio-ს კომპილერი. 

გვაქვს კლასი  TP რომელიც განსაზღვურლია Source ფაილებში.  ამ კლასის გამოყენებით 

ხდება მონაცემების დათვლა და დათვლილი მონაცემების შენახვა prn გაფართოების ფაილში. 

ფაილში მონაცემების შესანახად გამოიყენება PrintMethod ფაილებში არსებული ფუნქციები. 

Fuctions ფაილში განსაზღვრულია ამოცანის საწყისი და დამხმარე ფუნქციები. MethodsMath 

კლასი განსაზღვრული MethodsMath ფაილებში, ამ კლასში განსაზღვრულია ფაქტორიზაციის 

მეთოდები. პროგრამის გამშვები ფუნქცია არის main, რომელიც განსაზღვრულია main 

ფაილში. 

პროგრამული პაკეტი შედგება შემდეგი ფაილებისაგან: 
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➢ Variables.h  
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➢ Functions.h და Functions.cpp 

 
 

 

 
 

 

 



40 
 

 
 

 

 

➢ PrintMethods.h და PrintMethods.cpp 
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➢ Source.h  და Source.cpp 
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➢ main.cpp 

გრაფიკები აგებულია Python-ის გამოყენებით 
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